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❢♦+ ♣+♦❝❡&&✐♥❣ ♣+✐♠❡ &❡♠✐❝♦♥❞✉❝"♦+ ♠❛"❡+✐❛❧ ✭✐✳❡✳ ♣❤♦"♦❧✐"♦❣+❛♣✐❝ ❧✐♥❡✱ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

❞✐❝✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡"❝❤✐♥❣ &❡"✮ ❛♥❞ ♠❡❛&✉+❡♠❡♥" ✐♥&"+✉♠❡♥"& ❢♦+ ❤✐❣❤ ♣+❡✲

❝✐&✐♦♥ ❝❤❛+❛❝"❡+✐③❛"✐♦♥ ✭❱❡❡❝♦ ✇❤✐"❡ ❧✐❣❤" ✐♥"❡+❢❡+♦♠❡"❡+✱ ❋♦❣❛❧❡ ✐♥❢+❛+❡❞ ✐♥"❡+❢❡+✲

♦♠❡"❡+✱ 5❛♥❛❧②"✐❝❛❧ ❤✐❣❤✲+❡&♦❧✉"✐♦♥ ❳✲+❛② ❞✐✛+❛❝"♦♠❡"❡+✮✳ ▼② ❛❝"✐✈✐"✐❡& ❝♦♥&✐&"❡❞

♦❢✿

❼ ♠❛♥✉❢❛❝"✉+✐♥❣ ❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ ♦❢ &✐❧✐❝♦♥ ❝+②&"❛❧& ❢♦+ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❡①♣❡+✐♠❡♥"& ❜②

♠❡❛♥& ♦❢ ❛ +❡✈✐&✐"❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ "❡❝❤♥✐]✉❡& ❢♦+ &❡♠✐❝♦♥❞✉❝"♦+ ♣+♦❝❡&&✐♥❣ ❛"

❙❙▲✳ ■ ❛✉"♦♥♦♠♦✉&❧② ♠❛♥❛❣❡❞ ✇✐"❤ "❤✐& ♣❛+"✳

❼ ❤✐❣❤ +❡&♦❧✉"✐♦♥ ❝❤❛+❛❝"❡+✐③❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ &♣❡❝✐♠❡♥&✱ ❜♦"❤ ♠♦+♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞

&"+✉❝"✉+❛❧✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥"❧② ♣❡+❢♦+♠❡❞ ❜② ♠❡❛♥& ♦❢ "❤❡ ♠❡❛&✉+❡♠❡♥" ✐♥&"+✉✲

♠❡♥"& ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛" ❙❙▲✳

❼ ❛❝"✐✈❡ ♣❛+"✐❝✐♣❛"✐♦♥ "♦ ❞❛"❛ "❛❦✐♥❣ ❛" "❤❡ ❛❝❝❡❧❡+❛"♦+ ❢❛❝✐❧✐"✐❡& ✭❍✹✲ ❛♥❞

✷



❍✽✲❡①%&❛❝%❡❞ ❧✐♥❡- ❛% ❈❊❘◆✲❙3❙✱ ▼❆▼■ ❛❝❝❡❧❡&❛%♦& ❛% ▼❛✐♥③✲●❡&♠❛♥②✱

❆◆✷✵✵✵ ❛❝❝❡❧❡&❛%♦& ❛% ◆❛%✐♦♥❛❧ ▲❛❜♦&❛%♦&✐❡- ♦❢ ▲❡❣♥❛&♦✲■%❛❧②✮✳

❆❢%❡& ❈❤❛♣%❡& ✶✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡- ❛♥ ♦✈❡&✈✐❡✇ ♦❢ %❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡♣%- ♦❢ ❝♦❤❡&❡♥%

✐♥%❡&❛❝%✐♦♥- ❢♦& ❛ ❝❤❛&❣❡❞ ♣❛&%✐❝❧❡- ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝&②-%❛❧✱ %❤❡ ❛%%❡♥%✐♦♥ ♦❢ %❤✐- %❤❡-✐-

✐- ❝❡♥%❡&❡❞ ✐♥%♦ %❤❡ ❞❡-❝&✐♣%✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ ❝&②-%❛❧❧✐♥❡ ❞❡✈✐❝❡- ❛&❡ ❢❛❜&✐❝❛%❡❞ ❛♥❞ ❝❤❛&✲

❛❝%❡&✐③❡❞ ❛% ❙❙▲✱ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣%❡& ✷✳ ❚❤✐- ♣❛&% ✐- ❝♦♠♣♦-❡❞ ♦❢ ❜♦%❤ -♦♠❡ ♦&✐❣✐♥❛❧

✇♦&❦ &❡♣&❡-❡♥%✐♥❣ %❤❡ ❧❛%❡-% ✐♠♣&♦✈❡♠❡♥% ✐♥ ♠❛♥✉❢❛❝%✉&✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡❛-✉&✐♥❣ %❡❝❤✲

♥♦❧♦❣✐❡-✱ ❛- ✇❡❧❧ ❛- ♦❢ ❛ &❡✈✐❡✇ ♦❢ %❤❡ ✐♥♥♦✈❛%✐✈❡ %❡❝❤♥✐M✉❡- ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ♠② ❣&♦✉♣

✐♥ %❤❡ ❧❛-% ❞❡❝❛❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛&❡ -%✐❧❧ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛% %❤❡ ♣&❡-❡♥% %✐♠❡✳ ❈❤❛♣%❡& ✸ -❤♦✇-

❡①♣❡&✐♠❡♥%❛❧ &❡-✉❧%- ❛❜♦✉% ❜❡❛♠ -%❡❡&✐♥❣ ❛♥❞ &❛❞✐❛%✐♦♥ ❡♠✐--✐♦♥ ♦❜%❛✐♥❡❞ ✇✐%❤

-✉❜✲●❡❱ ❡❧❡❝%&♦♥- ❛% ▼❆▼■ ❛♥❞ ✇✐%❤ ●❡❱ ❡❧❡❝%&♦♥- ❛% ❙▲❆❈✳ ❈❤❛♣%❡& ✹ -❤♦✇-

%❤❡ &❡-✉❧%- ♦❢ ❝❤❛&❛❝%❡&✐③❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❧❛%❡-% ♣&♦%♦%②♣❡- ♦❢ -%&✐♣ ❛♥❞ ♠✉❧%✐-%&✐♣ ❢♦&

❝♦❧❧✐♠❛%✐♦♥ ❛♥❞ ❡①%&❛❝%✐♦♥ ♣❡&❢♦&♠❡❞ ❛% %❤❡ ❍✽ ❡①%&❛❝%❡❞ ❧✐♥❡ ♦❢ ❈❊❘◆✲❙3❙✱ ❝♦♠✲

♣❛&✐♥❣ ✐% %♦ %❤❡ &❡-✉❧%- ♦❢ ♣&❡❝❤❛&❛❝%❡&✐③❛%✐♦♥ ❛% ❙❙▲✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱ ♣&❡❧✐♠✐♥❛&② &❡-✉❧%

✐♥❞✐❝❛%✐♥❣ %❤❡ ✜&-% ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❛% %❤❡ ▲❍❈ ✇✐❧❧ ❜❡ -❤♦✇♥✳
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❈❤❛♣$❡& ✶

❖&✐❡♥$❛$✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝$/ ✐♥ ❝&②/$❛❧/

❚❤❡ ✐❞❡❛ &❤❛& &❤❡ ❛&♦♠✐❝ ♦*❞❡* ✐♥ ❝*②-&❛❧ ♠❛② ❜❡ ✐♠♣♦*&❛♥& ❢♦* &❤❡ ♣*♦❝❡--❡- ♦❢

✐♥&❡*❛❝&✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛*❣❡❞ ♣❛*&✐❝❧❡- ✇✐&❤ ♠❛&&❡* ✐- ❞❛&❡❞ ✶✾✶✷✱ &❤❛♥❦- &♦ ❙&❛*❦ ❬✾❪✳

❍♦✇❡✈❡*✱ ♦♥❧② ✐♥ &❤❡ ❡❛*❧② ✶✾✻✵- &❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❡✛❡❝& ✇❛- ❞✐-❝♦✈❡*❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣✉&❡*

-✐♠✉❧❛&✐♦♥- ❬✶✵❪✱ ❛♥❞ ✐♥ ❡①♣❡*✐♠❡♥&- ❬✶✶❪ ✇❤❡*❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉-❧② ❧♦♥❣ ♣❡♥❡&*❛&✐♦♥ ❞❡♣&❤

♦❢ ✐♦♥- ❡♥&❡*✐♥❣ ✐♥ ❝*②-&❛❧ ✇❡*❡ ♦❜-❡*✈❡❞✳ ❚❤❡ &❤❡♦*❡&✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❝❤❛♥✲

♥❡❧✐♥❣ ❡✛❡❝&- ❤❛- ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ▲✐♥❞❤❛*❞ ❬✶✷❪✱ ✇❤✐❝❤ ❜② ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ♠❡❛♥& &❤❛& ❛

♣❛*&✐❝❧❡ ♣❛&❤ ♥❡❛* &❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥&❡* ❛❧♦♥❣ ❛ ♠❛❥♦* ❛①✐- ✭♣❧❛♥❡✮ ✐♥ ❛ ❝*②-&❛❧ ♠❛②

❤❛✈❡ ❛ ❝❡*&❛✐♥ -&❛❜✐❧✐&②✳

■♥ &❤❡ ✶✾✼✻ ❚-②❣❛♥♦✈ -✉❣❣❡-&❡❞ &♦ ✉-❡ -❧✐❣❤&❧② ❜❡♥& ♠♦♥♦❝*②-&❛❧- &♦ ❞❡✢❡❝&

❤✐❣❤✲❡♥❡*❣② ♣❛*&✐❝❧❡ ❜❡❛♠- ❬✶✸❪❀ ❤✐- ✐❞❡❛ ✇❛- &❤❛& ❛ ❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ♣❛*&✐❝❧❡ ✇♦✉❧❞

❢♦❧❧♦✇ &❤❡ ❞✐*❡❝&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❜❡♥& ❛&♦♠✐❝ ♣❧❛♥❡- ✭♦* ❛①❡-✮✱ &❤✉- ❞❡✈✐❛&✐♥❣ ❢*♦♠ ✐&-

✐♥✐&✐❛❧ ❞✐*❡❝&✐♦♥ ❜② ❛♥ ❛♥❣❧❡ ❡N✉❛❧ &♦ &❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ♦❢ &❤❡ ❝*②-&❛❧✳ ■♥ ✶✾✼✾

&❤❡ ♣♦--✐❜✐❧✐&② ♦❢ -&❡❡*✐♥❣ ❜❡❛♠- ♦❢ ❝❤❛*❣❡❞ ♣❛*&✐❝❧❡- ✉-✐♥❣ ❜❡♥& ❝*②-&❛❧ ✇❛- ✜*-&

❞❡♠♦♥-&*❛&❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡①♣❡*✐♠❡♥& ♦♥ &❤❡ ❞❡✢❡❝&✐♦♥ ♦❢ ✽✳✹ ●❡❱ ♣*♦&♦♥ ❜❡❛♠ ❡①&*❛❝&❡❞

❢*♦♠ &❤❡ -②♥❝❤*♦♣❤❛-♦&*♦♥ ♦❢ &❤❡ ▲❛❜♦*❛&♦*② ♦❢ ❍✐❣❤ ❊♥❡*❣✐❡-✱ ❏■◆❘ ❬✶✹❪✳

■♥ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ②❡❛*- ♠❛♥② ♦&❤❡* ❡✛❡❝&- ✇❡*❡ ❞✐-❝♦✈❡*❡❞ &❤*♦✉❣❤ ▼♦♥&❡ ❈❛*❧♦

-✐♠✉❧❛&✐♦♥-✱ ❢♦* ✐♥-&❛♥❝❡ ✈♦❧✉♠❡ ❝❛♣&✉*❡ ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ *❡✢❡❝&✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜*-& ♦♥❡

❝♦♥-✐-&- ✐♥ ❝❛♣&✉*✐♥❣ ❛ ❝❤❛*❣❡❞ ♣❛*&✐❝❧❡ ✐♥&♦ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡ ✐♥ &❤❡ ❞❡♣&❤ ♦❢

❛ ❜❡♥& -✐♥❣❧❡ ❝*②-&❛❧✱ ✐♥ ❛ *❡❣✐♦♥ ✇❤❡*❡ &❤❡ ♣❛*&✐❝❧❡ &*❛❥❡❝&♦*✐❡- ❛*❡ &❛♥❣❡♥&✐❛❧ &♦

&❤❡ ❝*②-&❛❧❧♦❣*❛♣❤✐❝ ♣❧❛♥❡-✳ ❚❤✐- ❡✛❡❝& ✇❛- ❞✐-❝♦✈❡*❡❞ ✐♥ ✶✾✽✷ ✉-✐♥❣ ❛ ❜❡❛♠ ♦❢ ✶

●❡❱ ♣*♦&♦♥- ❬✶✺✕✶✼❪✳ ❚❤❡ -❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❝♦♥-✐-&- ✐♥ &❤❡ ❞❡✢❡❝&✐♦♥ ♦❢ ♣❛*&✐❝❧❡- &❛♥❣❡♥&

&♦ &❤❡ ❝*②-&❛❧ ❝✉*✈❛&✉*❡ ✐♥ ❛ ❞✐*❡❝&✐♦♥ ♦♣♣♦-✐&❡ &♦ &❤❡ ❝*②-&❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡

♦♣♣♦-✐&❡ &♦ &❤❡ ♦♥❡ ♦❢ &❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ♣❛*&✐❝❧❡- ❞❡✢❡❝&✐♦♥✳ ❚❤✐- ❡✛❡❝&✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛-

❝❛❧❧❡❞ ✈♦❧✉♠❡ *❡✢❡❝&✐♦♥✱ ✇❛- ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❝♦♠♣✉&❡* -✐♠✉❧❛&✐♦♥- ✐♥ ✶✾✽✼ ❬✶✽❪ ❛♥❞ ✇❛-

❡①♣❡*✐♠❡♥&❛❧❧② ♣*♦✈❡❞ ✐♥ ✷✵✵✻ ❬✶✾❪✳
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♣❧❛♥❡" ❢♦-♠ '❤❡ ♣♦'❡♥'✐❛❧ ✇❡❧❧"✱ ✇❤❡-❡ '❤❡ ♣❛-'✐❝❧❡ ♠❛② ❜❡ '-❛♣♣❡❞✳ A❛-'✐❝❧❡" ❝❛♥

❜❡ '-❛♣♣❡❞ ❜❡'✇❡❡♥ ♣❧❛♥❡" ♦- ❛①❡"✱ ✉♥❞❡- ♣❧❛♥❛- ♦- ❛①✐❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣✱ -❡"♣❡❝'✐✈❡❧②✳

✶✳✶✳✶ ❈♦♥%✐♥✉♦✉( ❛♣♣+♦①✐♠❛%✐♦♥

❚❤❡ ❝♦♥'✐♥✉♦✉" ❛♣♣-♦①✐♠❛'✐♦♥ ✇❛" ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ▲✐♥❞❤❛-❞ '♦ ❞❡"❝-✐❜❡ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣

❛♥❞ ✐'" -❡❧❛'❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ❜✉' ❝❛♥ ❜❡ ❡①'❡♥❞❡❞ '♦ ❛❧❧ ♦-✐❡♥'❛'✐♦♥❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛

❜❡❝❛✉"❡ '❤❡ "❛♠❡ ❛♣♣-♦①✐♠❛'✐♦♥" ❤♦❧❞✳ ❈♦❤❡-❡♥' ❡✛❡❝'" ❛-❡ ♣-✐♠❛-② ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱

"✐♥❝❡ '❤❡② ❣♦✈❡-♥ ♣❛'❤ ♦❢ ♣❛-'✐❝❧❡"✱ ❛♥❞ ♥♦' "❡❝♦♥❞❛-② ♦♥❡"✱ ✇❤✐❝❤ ❛-❡ ❞❡'❡-♠✐♥❡❞

❜② '❤❡ ♣❛'❤✳ ❚❤✉"✱ ❢♦✉- ❜❛"✐❝ ❛""✉♠♣'✐♦♥" ❝❛♥ ❜❡ ✐♥'-♦❞✉❝❡❞ ❢♦- ♣❛-'✐❝❧❡" ✉♥❞❡-

♦-✐❡♥'❛'✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝'"✳ ❋✐-"'✱ ❛♥❣❧❡" ♦❢ "❝❛''❡-✐♥❣ ♠❛② ❜❡ ❛""✉♠❡❞ '♦ ❜❡ "♠❛❧❧✳

■♥❞❡❡❞✱ "❝❛''❡-✐♥❣ ❛' ❧❛-❣❡ ❛♥❣❧❡" ✐♠♣❧② ❝♦♠♣❧❡'❡ ❧♦"' ♦❢ '❤❡ ♦-✐❣✐♥❛❧ ❞✐-❡❝'✐♦♥✳

❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❜❡❝❛✉"❡ ♣❛-'✐❝❧❡ ♠♦✈❡ ❛' "♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ✇✐'❤ -❡"♣❡❝' '♦ ❛♥ ❛❧✐❣♥❡❞ ♣❛''❡-♥

♦❢ ❛'♦♠" ❛♥❞ ❝♦❧❧✐"✐♦♥" ✇✐'❤ ❛'♦♠" ✐♥ ❛ ❝-②"'❛❧ ❞❡♠❛♥❞ ♣-♦①✐♠✐'②✱ ❝♦--❡❧❛'✐♦♥"

❜❡'✇❡❡♥ ❝♦❧❧✐"✐♦♥" ♦❝❝✉-✳ ❚❤✐-❞✱ "✐♥❝❡ ❝♦❤❡-❡♥' ❧❡♥❣'❤ l ♦❢ "❝❛''❡-✐♥❣ ♣-♦❝❡"" ✭l =
2E/q2

✱ ✇❤❡-❡ E ✐" '❤❡ ♣❛-'✐❝❧❡ ❡♥❡-❣② ❛♥❞ q '❤❡ '-❛♥"❢❡--❡❞ ♠♦♠❡♥'✉♠✮ ✐" ❧❛-❣❡-

'❤❛♥ ❧❛''✐❝❡ ❝♦♥"'❛♥'✱ ❛ ❝❧❛""✐❝❛❧ ♣✐❝'✉-❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞♦♣'❡❞✳ ❋♦✉-'❤✱ ❛♥ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ❝❛"❡

♦❢ ❛ ♣❡-❢❡❝' ❧❛''✐❝❡ ♠❛② ❜❡ ✉"❡❞ ❛" ❛ ✜-"' ❛♣♣-♦①✐♠❛'✐♦♥✳

❇② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ "✉❝❤ ❛""✉♠♣'✐♦♥"✱ '❤❡ ❝♦♥'✐♥✉♦✉" ❛♣♣-♦①✐♠❛'✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡--❡❞✳

❯♥❞❡- "✉❝❤ ❛♣♣-♦①✐♠❛'✐♦♥✱ '❤❡ ♣♦'❡♥'✐❛❧ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❛'♦♠" U(c) ❝❛♥ ❜❡ ❛✈❡-✲

❛❣❡❞ ❛❧♦♥❣ ❞✐-❡❝'✐♦♥ ♣❛-❛❧❧❡❧ '♦ ♣❧❛♥❡ ❞✐-❡❝'✐♦♥"✳ ❆♥❣❧❡ θ ❤❛" '♦ ❜❡ ❣-❡❛'❡- '❤❛♥

"❝❛''❡-✐♥❣ ❛♥❣❧❡ φ ✇✐'❤ ❛ "✐♥❣❧❡ ❛'♦♠

U(x) = Ndp

∫ ∫

+∞

−∞

dydzV (r) ✭✶✳✶✮

✇❤❡-❡ dp ✐" '❤❡ ✐♥'❡-♣❧❛♥❛- ❞✐"'❛♥❝❡✱ N ✐" '❤❡ ❛'♦♠✐❝ ❞❡♥"✐'② ❛♥❞ V (r) ✐" '❤❡

♣♦'❡♥'✐❛❧ ♦❢ ❛ ♣❛-'✐❝❧❡✲❛'♦♠ ✐♥'❡-❛❝'✐♦♥✳

■❢ '❤❡ ❞✐"'❛♥❝❡ ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ ♣❛-'✐❝❧❡ ❛♥❞ '❤❡ ❛'♦♠ r =
√

x2 + y2 + z2
✐" ♥♦'

✈❡-② ♠✉❝❤ ❧❛-❣❡- '❤❛' '❤❡ "❝-❡❡♥✐♥❣ ❧❡♥❣'❤ ♦❢ '❤❡ ♣❛-'✐❝❧❡✲❛'♦♠ ✐♥'❡-❛❝'✐♦♥ aTF ✱

'❤❡ ❚❤♦♠❛"✲❋❡-♠✐✲❧✐❦❡ ♣♦'❡♥'✐❛❧ V (r) ❝❛♥ ❜❡ ❞❡"❝-✐❜❡❞ ❛"

✼



VTF (r) =
Z1Z2e

2

r
Φ

(

r

aTF

)

✭✶✳✷✮

✇❤❡(❡ Z1 ✐* +❤❡ ♣❛(+✐❝❧❡ ❝❤❛(❣❡ ❛♥❞ Z2 ✐* +❤❡ ❛+♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡( ♦❢ +❤❡ ❝(②*+❛❧❧✐♥❡

♠❡❞✐✉♠✱ e ✐* +❤❡ ❡❧❡♠❡♥+❛(② ❝❤❛(❣❡✱ Φ(r/aTF ) ✐* +❤❡ *❝(❡❡♥✐♥❣ ❢✉♥❝+✐♦♥✳ ■♥ +❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐+ ✐* ♦❢+❡♥ ✐♠♣❧✐❝✐+❧② ✉♥❞❡(*+♦♦❞ +❤❛+ Z1≪Z2 *♦ +❤❛+

aTF = 0.8853aB

(

Z
2

3

1 + Z
2

3

2

)−
1

2

✭✶✳✸✮

✇❤❡(❡ aB = 0.529➴ ✐* +❤❡ ❇♦❤( (❛❞✐✉*✳ ❇② ✉*✐♥❣ +❤❡ ❚❤♦♠❛*✲❋❡(♠✐✲❧✐❦❡ ♣♦+❡♥+✐❛❧✱

✐♥+❡(♣❧❛♥❛( ♣♦+❡♥+✐❛❧ ❜❡❝♦♠❡*

U(x) = 2πNdpZ1Z2e
2aTF exp

(

− x

aTF

)

= Umax exp

(

− x

aTF

)

✭✶✳✹✮

✇❤❡(❡ Umax ✐* +❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ +❤❡ ♣♦+❡♥+✐❛❧✳

❇❛*✐* ♦❢ +❤❡ ❛♣♣(♦①✐♠❛+✐♦♥ (❡❧✐❡* ♦♥ +❤❡ D✉❛❧✐+❛+✐✈❡ ❛**✉♠♣+✐♦♥ +❤❛+ ♠❛♥②

❝♦♥*❡❝✉+✐✈❡ ❛+♦♠* ❝♦♥+(✐❜✉+❡ +♦ ❞❡✢❡❝+✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛(+✐❝❧❡ +(❛❥❡❝+♦(②✳ ❚❤✉*✱ ❢♦(

(❡❧❛+✐✈✐*+✐❝ ♣❛(+✐❝❧❡*✱ +❤❡ +✐♠❡ ♦❢ ❝♦❧❧✐*✐♦♥ ∆t ≈ c∆z ♠✉❧+✐♣❧✐❡❞ ❜② ♠♦♠❡♥+✉♠

❝♦♠♣♦♥❡♥+ ♣❛(❛❧❧❡❧ +♦ ♣❧❛♥❡ ❞✐(❡❝+✐♦♥✱ pz∼pcosθ✱ ❤❛* +♦ ❜❡ ❧❛(❣❡ ❝♦♠♣❛(❡❞ +♦ ❞✐*✲

+❛♥❝❡ dz ❜❡+✇❡❡♥ ❛+♦♠* ❛❧♦♥❣ ♣❛(+✐❝❧❡ ❞✐(❡❝+✐♦♥✱ ✇❤❡(❡ p ✐* ♣❛(+✐❝❧❡ ♠♦♠❡♥+✉♠✱

pz ✐* ♠♦♠❡♥+✉♠ ❝♦♠♣♦♥❡♥+ ❛❧♦♥❣ ♣❛(+✐❝❧❡ ❞✐(❡❝+✐♦♥ ❛♥❞ θ ✐* ❛♥❣❧❡ ❜❡+✇❡❡♥ ♣❛(✲

+✐❝❧❡ ❞✐(❡❝+✐♦♥ ❛♥❞ ❝(②*+❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦(✐❡♥+❛+✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ❝♦❧❧✐*✐♦♥ +✐♠❡ ✐* ❛♣♣(♦①✐♠❛+❡❧②

∼rmin/(vsinθ)✱ ✇❤❡(❡ rmin ✐* +❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✐*+❛♥❝❡ ♦❢ ❛♣♣(♦❛❝❤✱ +❤❡ ❝♦♥❞✐+✐♦♥ ❢♦(

❝♦♥+✐♥✉♦✉* ❛♣♣(♦①✐♠❛+✐♦♥ ❤♦❧❞*

∆z

c
pcosθ ≈ rmin

θ
≫dz ✭✶✳✺✮

■♥ +❤❡ ♠♦*+ (❡*+(✐❝+✐✈❡ ❢♦(♠ rmin ✐* ❞❡+❡(♠✐♥❡❞ ❜② +❤❡ ❝♦♥❞✐+✐♦♥ +❤❛+ ❦✐♥❡+✐❝ +(❛♥*✲

✈❡(*❡ ❡♥❡(❣② ❝❛♥ ♥♦+ ❡①❝❡❡❞ ♣♦+❡♥+✐❛❧ +(❛♥*✈❡(*❡ ❡♥❡(❣② ❛+ rmin✳

1

2
pβθ2 = U(rmin) ✭✶✳✻✮

❚❤❡(❡❢♦(❡✱ ❢(♦♠ ♣(❡✈✐♦✉* ❡D✉❛+✐♦♥*✱ ❛ ❝♦♥❞✐+✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡(✐✈❡❞✱ ❢♦( ✇❤✐❝❤ +❤❡

❝♦♥+✐♥✉♦✉* ❛♣♣(♦①✐♠❛+✐♦♥ *+✐❧❧ ✈❛❧✐❞

aTF

dzθ

(

1 − pβ

2Umax

θ2

)

≫ 1 ✭✶✳✼✮

❚✇♦ +❡(♠* ❛♣♣❡❛( ✐♥ +❤❡ ❝♦♥❞✐+✐♦♥✳ ❖♥❡ (❡❢❡(* +♦ ▲✐♥❞❤❛(❞ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣

θL =
√

2Umax/(pβ)✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡+❡(♠✐♥❡* ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❣❧❡ ❢♦( ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ♦+❤❡(

+❡(♠ ✐* ♠♦(❡ ✐♥+❡(❡*+✐♥❣ ❜❡❝❛✉*❡ ✐+ ✐♠♣❧✐❡* +❤❛+ θ < aTF/dz ∼ 0.5➴/1➴ ∼ 0.5 ✐*

✽



❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✿ ❛✳ ❚#❛❥❡❝'♦#② ♦❢ ♣♦,✐'✐✈❡ ♣❛#'✐❝❧❡ ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝#②,'❛❧ ♠✐,❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐'❤ #❡,♣❡❝'

'♦ '❤❡ ❛①✐, ❜✉' ❛' ❛ ,♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ✇✐'❤ #❡,♣❡❝' '♦ ❝#②,'❛❧❧♦❣#❛♣❤✐❝ ♣❧❛♥❡✳ ❜✳ ❈♦♥'✐♥✉♦✉,

♣♦'❡♥'✐❛❧ U(x) ✐, ❢❡❧' ❜② '❤❡ ♣❛#'✐❝❧❡ ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ '♦ '❤❡ '✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦#✐♥❣ ♣❧❛♥❡,✳ ❆❞❛♣'❡❞

❢#♦♠ ❬✷✵❪✳

✈❡"② ❧❛"❣❡ ❝♦♠♣❛"❡❞ ,♦ θL ❛, ❤✐❣❤✲❡♥❡"❣②✳ ❚❤✉4✱ ,❤❡ ❝♦♥,✐♥✉♦✉4 ❛♣♣"♦①✐♠❛,✐♦♥ ✐4

4,✐❧❧ ✈❛❧✐❞ ❢♦" ❛♥❣❧❡ ❣"❡❛,❡" ,❤❛♥ θL ❜② ✐♠♣♦4✐♥❣ ,❤❛, ♣❛",✐❝❧❡ ❞♦❡4 ♥♦, ❛♣♣"♦❛❝❤

♣❧❛♥❡ ❝❡♥,❡" ❝❧♦4❡" ,❤❛♥ rmin✳

❚❤❡ ❝♦♥,✐♥✉♦✉4 ♣♦,❡♥,✐❛❧ ❛♣♣"♦①✐♠❛,✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①,❡♥❞❡❞ ,♦ ❛ "❡❣✐♦♥ ❝❧♦4❡"

,❤❛♥ rmin ,♦ ❛,♦♠✐❝ ♣♦4✐,✐♦♥ ❜② ,"❡❛,✐♥❣ ✐♥ ♠♦"❡ ❞❡,❛✐❧ ❛,♦♠✐❝ ❞✐4♣❧❛❝❡♠❡♥, ✐♥ ,❤❡

4,"✉❝,✉"❡✳ ■♥ ❢❛❝,✱ 4✐♥❝❡ ❝"②4,❛❧ ,❡♠♣❡"❛,✉"❡ ✐4 ✉4✉❛❧❧② ❤✐❣❤❡" ,❤❛♥ ✵ K ❞❡❣"❡❡✱

❛,♦♠4 ✈✐❜"❛,❡ ❛"♦✉♥❞ ,❤❡✐" ❝❡♥,❡" ♦❢ ♠❛44✳ ❇② ❛✈❡"❛❣✐♥❣ ,❤❡"♠❛❧ ✈✐❜"❛,✐♦♥ ❛♠✲

♣❧✐,✉❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛✈❡"❛❣❡❞ ♦✈❡" 4♣❛❝❡ ❛♥❞ ,✐♠❡✱ ♣"♦❜❛❜✐❧✐,② ❞❡♥4✐,② ❢✉♥❝,✐♦♥ ❢♦" ,❤❡

♣♦4✐,✐♦♥ ♦❢ ❛,♦♠4 ❝❛♥ ❜❡ ❞❡"✐✈❡❞✳ ❚❤✉4✱ ❝♦♥,✐♥✉♦✉4 ❛♣♣"♦①✐♠❛,✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①,❡♥❞❡❞

,♦ "❡❣✐♦♥ ❝❧♦4❡" ,♦ ❝❡♥,❡" ♦❢ ✈✐❜"❛,✐♦♥ ♦❢ ❛,♦♠4✳ ❇❡❝❛✉4❡ ♦❢ ,❤❡ ❛✈❡"❛❣✐♥❣ ✐4 ❞✉❡

,♦ ,❤❡"♠❛❧ ✢✉❝,✉❛,✐♦♥4✱ 4✉❝❤ ❛♣♣"♦①✐♠❛,✐♦♥ ✐4 ♥♦, ✈❛❧✐❞ ❛, ✈❡"② ❧♦✇ ,❡♠♣❡"❛,✉"❡

❛♥❞ ❧✐♠✐,4 ❢♦" ❝♦♥,✐♥✉♦✉4 ❛♣♣"♦①✐♠❛,✐♦♥ ❤❛✈❡ ,♦ ❜❡ ,"❡❛,❡❞ ❝❛"❡❢✉❧❧②✳

✶✳✶✳✷ #♦%❡♥%✐❛❧ ✉♥❞❡- ❝♦♥%✐♥✉♦✉/ ❛♣♣-♦①✐♠❛%✐♦♥

❆ ♣♦4✐,✐✈❡ ♣❛",✐❝❧❡ ❢❡❡❧4 ,❤❡ ❡✛❡❝, ♦❢ ❛ ✇❤♦❧❡ ♣❧❛♥❡ ✐♥4,❡❛❞ ♦❢ ,❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛,♦♠4

,❤❛, ❝♦♠♣♦4❡ ,❤❡ ♣❧❛♥❡❀ ✐♥ ,❤❡ ❝♦♥❞✐,✐♦♥4 ❞❡4❝"✐❜❡❞ ❜❡❢♦"❡ ,❤❡ ❡❧❡❝,"✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ,✇♦

♥❡✐❣❤❜♦"✐♥❣ ♣❧❛♥❡4 ❝❛♥ ,"❛♣ ,❤❡ ♣❛",✐❝❧❡ ❛♥❞ 4♦ ✐, ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ❜❡,✇❡❡♥ ,❤❡

♣❧❛♥❡4 ✭4❡❡ ❋✐❣✳ ✶✳✶✮✳

❆4 ❛ ✜"4, ♦"❞❡" ❛♣♣"♦①✐♠❛,✐♦♥✱ ❧❡, ✉4 ❝♦♥4✐❞❡" ❛ ♣❡"❢❡❝, 4,❛,✐❝ ❧❛,,✐❝❡ ✇✐,❤♦✉,

❛,♦♠✐❝ ✈✐❜"❛,✐♦♥✳ ❙❡✈❡"❛❧ ❛♣♣"♦①✐♠❛,✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉4❡❞ ❢♦" ,❤❡ 4❝"❡❡♥✐♥❣ ❢✉♥❝,✐♦♥4✳

❇② ❛❞♦♣,✐♥❣ ,❤❡ ▲✐♥❞❤❛"❞ ❛♣♣"♦①✐♠❛,✐♦♥ ,♦ ,❤❡ 4❝"❡❡♥✐♥❣ ❢✉♥❝,✐♦♥

Φ

(

r

aTF

)

= 1 −
(

1 +
3a2

TF

r2

)−1/2

✭✶✳✽✮

✾



 ❤❡ ♣❧❛♥❛' ♣♦ ❡♥ ✐❛❧ ✉♥❞❡' ❝♦♥ ✐♥✉♦✉- ❛♣♣'♦①✐♠❛ ✐♦♥ ✐-

Upl(x) = 2πNdpZ1Z2e
2

(

√

x2 + 3aTF
2 − x

)

✭✶✳✾✮

❚❤❡ ▼♦❧✐7'❡ -❝'❡❡♥✐♥❣ ❢✉♥❝ ✐♦♥ ❬✷✶❪ ✐- ✇✐❞❡❧② ✉-❡❞ ❛♥❞ ✐- ❞❡-❝'✐❜❡❞ ❜②  ❤❡ ❛♥❛❧② ✐❝❛❧

❡①♣'❡--✐♦♥

Φ

(

r

aTF

)

=
∑

i

αi exp

(

− βir

aTF

)

✭✶✳✶✵✮

✇❤❡'❡ α = (0.1, 0.55, 0.35)✱ β = (6.0, 1.2, 0.3) ❛'❡  ❤❡ ▼♦❧✐7'❡✬- ❝♦❡✣❝✐❡♥ - ✳ ❯♥❞❡'

-✉❝❤ ❛♣♣'♦①✐♠❛ ✐♦♥  ❤❡ ♣❧❛♥❛' ♣♦ ❡♥ ✐❛❧ ❤♦❧❞-

Upl(x) = 2πNdpZ1Z2e
2aTF

3
∑

i=1

αi

βi

exp

(

− βix

aT F

)

✭✶✳✶✶✮

❲❤❡♥  ❤❡ ♣❛' ✐❝❧❡  '❛✈❡❧- ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐ ❤ ❛ ❝'②- ❛❧ ❛①✐- ✐ -✉✛❡'-  ❤❡ ♣♦ ❡♥ ✐❛❧ ♦❢

 ❤❡ ❛ ♦♠✐❝ '♦✇✳ ❚❤❡ ❛①✐❛❧ ❡❧❡❝ '✐❝ ✜❡❧❞ ✐- - '♦♥❣❡'  ❤❛♥  ❤❡ ♣❧❛♥❛'✳ ❇② ❛✈❡'❛❣✐♥❣

❛❧♦♥❣  ❤❡ ❧♦♥❣✐ ✉❞✐♥❛❧ ❝♦♦'❞✐♥❛ ❡ ♦❢  ❤❡ - '✐♥❣ ❛♥❞ ❜② ❛❞♦♣ ✐♥❣  ❤❡ ▲✐♥❞❤❛'❞

❛♣♣'♦①✐♠❛ ✐♦♥ ❢♦'  ❤❡ -❝'❡❡♥✐♥❣ ❢✉♥❝ ✐♦♥✱  ❤❡ ❛①✐❛❧ ❝♦♥ ✐♥✉♦✉- ♣♦ ❡♥ ✐❛❧ ❤♦❧❞-

Uax(r) =
Z1Z2e

2

ai

ln

(

1 +
3aTF

2

r2

)

✭✶✳✶✷✮

✇❤❡'❡ ai ✐-  ❤❡ ✐♥ ❡'❛ ♦♠✐❝ -♣❛❝✐♥❣ ✐♥  ❤❡ - '✐♥❣ ❛♥❞ r ✐-  ❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐- ❛♥❝❡ ♦❢

 ❤❡ ♣❛' ✐❝❧❡ ❢'♦♠  ❤❡ ❛①✐-✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❢♦'♠✉❧❛- ✇❡❧❧ ❞❡-❝'✐❜❡ ♣♦ ❡♥ ✐❛❧ ❢♦' ❛ ✐❞❡❛❧ ❝❛-❡✳ ❚❤❡ ❞✐-♣❧❛❝❡♠❡♥ 

♦❢  ❤❡ ❧❛  ✐❝❡ ❞✉❡  ♦  ❤❡'♠❛❧ ✈✐❜'❛ ✐♦♥- ♦❢ ❛ ♦♠- ✐♥  ❤❡ - '✉❝ ✉'❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥ '♦✲

❞✉❝❡❞ ✐♥  ❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛ ✐♦♥-✳ ❚❤✉-✱  ❤❡ - ❛ ✐❝✲❧❛  ✐❝❡ ♣♦ ❡♥ ✐❛❧ ♥❡❛'  ❤❡ ♣❧❛♥❡ ❤❛-  ♦

❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❛ ❛ ❛ ❞✐- ❛♥❝❡ ♦❢  ❤❡ ♦'❞❡' ♦❢  ❤❡'♠❛❧ ✈✐❜'❛ ✐♦♥- '♦♦ ✲♠❡❛♥ -L✉❛'❡

❛♠♣❧✐ ✉❞❡ uT ✳ ❇② ❛--✉♠✐♥❣  ❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✈✐❜'❛ ✐♦♥ ❢♦' ❡❛❝❤ ❛ ♦♠✱  ❤❡

✐-♦ '♦♣② ♦❢  ❤❡ ❞✐-♣❧❛❝❡♠❡♥ ✱  ❤❡  ❤❡'♠❛❧ ✈✐❜'❛ ✐♦♥- ❝❛♥ ❜❡ ❛✈❡'❛❣❡❞ ♦✈❡' -♣❛❝❡

❛♥❞  ✐♠❡✳ ❚❤✉-✱  ❤❡ ♣♦-✐ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ✐♥  ❤❡ ❛ ♦♠- ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣'♦①✐♠❛ ❡❞ ❜② ❛

❣❛✉--✐❛♥ ♣'♦❜❛❜✐❧✐ ② ❢✉♥❝ ✐♦♥✳

❇❡❝❛✉-❡  ❤❡ ❛♠♣❧✐ ✉❞❡ ♦❢  ❤❡'♠❛❧ ✈✐❜'❛ ✐♦♥ ✐- ✉-✉❛❧❧② -♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛'❡❞  ♦ ❛♥

✐♥ ❡'❛ ♦♠✐❝ ❞✐- ❛♥❝❡✱  ❤❡ ✐♥ '♦❞✉❝ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡'♠❛❧ ✈✐❜'❛ ✐♦♥ ♠❛✐♥❧② ❛✛❡❝ -  ❤❡ ❝❛❧✲

❝✉❧❛ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ ♣♦ ❡♥ ✐❛❧ ♥❡❛'  ❤❡ ❛ ♦♠✐❝ ♣❧❛♥❡- ♦' ❛①❡-✳ ❆- ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱  ❤❡

✐♥ ❡'♣❧❛♥❛' ❞✐- ❛♥❝❡ ❢♦' ❙✐ ✭✶✶✵✮ ♣❧❛♥❡- ✐- 1.92➴✱ ✇❤✐❝❤ ✐- ∼ 25  ✐♠❡- ❣'❡❛ ❡'  ❤❛♥

uT = 0.075➴ ❛ 300 ❑✳ ❚❤❡ ✉-❛❣❡ ♦❢ ❛ ♣♦ ❡♥ ✐❛❧ ❛✈❡'❛❣❡❞ ♦✈❡'  ❤❡'♠❛❧ ✈✐❜'❛ ✐♦♥ ✐-

❢✉♥❞❛♠❡♥ ❛❧  ♦ -❡❛'❝❤ ❢♦'  ❤❡ -♦❧✉ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ ❡L✉❛ ✐♦♥ ♦❢ ♠♦ ✐♦♥ ♦❢ L✉❛-✐✲❝❤❛♥♥❡❧❡❞

♣❛' ✐❝❧❡-✱ ✇❤✐❝❤  '❛✈❡❧ ♦✈❡'  ❤❡ ♣♦ ❡♥ ✐❛❧ ❜❛''✐❡' ❛♥❞ ❝'♦-- ♠❛♥② ♣❧❛♥❡-✳ ■♥ ❢❛❝ ✱

 ❤❡ -❤❛'♣ ♠❛①✐♠✉♠ ❢♦'  ❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛-❡ ✐- -♠♦♦ ❤❡❞  ♦ ❛ ❝♦♥ ✐♥✉♦✉- ❢✉♥❝ ✐♦♥ ❢♦'  ❤❡

♣♦ ❡♥ ✐❛❧✳

✶✵
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✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✶✳✹✿ ❚❤❡ ♣❧❛♥❛' ❝♦♥*✐♥✉♦✉- ♣♦*❡♥*✐❛❧ ❛* 300 ❑ ❜② ❛❞♦♣*✐♥❣ *❤❡ ▼♦❧✐4'❡ ❛♥❞ *❤❡

▲✐♥❞❤❛'❞ -❝'❡❡♥✐♥❣ ❢✉♥❝*✐♦♥- ❛♥❞ ❜② ❛✈❡'❛❣✐♥❣ ♦✈❡' *❤❡'♠❛❧ ✈✐❜'❛*✐♦♥ ✉-✐♥❣ *❤❡ ▼♦❧✐4'❡

-❝'❡❡♥✐♥❣ ❢✉♥❝*✐♦♥ ❢♦' *❤❡ ❙✐✭✶✶✵✮ ♣❧❛♥❡- ✭❛✮ ❛♥❞ ❢♦' *❤❡ ❙✐✭✶✶✶✮ ♣❧❛♥❡- ✭❜✮✳ ❈❛❧❝✉❧❛*✐♦♥-

✇❡'❡ ❞♦♥❡ ✇✐*❤ *❤❡ ❊❈❍❆❘▼ ♣'♦❣'❛♠ ❬✷✷❪✳

 ❧❛♥❡ dp ❬➴❪ aTF ❬➴❪ uT ❬➴❪ U(xc) ❬❡❱❪ U ′(xc) ❬●❡❱✴❝♠❪
✭✶✶✵✮ ✶✳✾✷ ✵✳✶✾✹ ✵✳✵✼✺ ✶✻ ✺✳✼

✭✶✶✶✮▲ ✷✳✸✺ ✵✳✶✾✹ ✵✳✵✼✺ ✶✾ ✺✳✻

✭✶✶✶✮❙ ✵✳✼✽ ✵✳✶✾✹ ✵✳✵✼✺ ✹✳✷ ✸✳✺

❚❛❜❧❡ ✶✳✶✿ H❛'❛♠❡*❡'- ♦❢ -♦♠❡ ♣❧❛♥❛' ❝❤❛♥♥❡❧- ♦❢ -✐❧✐❝♦♥ ❝'②-*❛❧✳ ❚❤❡ ♣♦*❡♥*✐❛❧- U ❛'❡

❣✐✈❡♥ ❛* *❤❡ ❞✐-*❛♥❝❡ xc = dp/2 − 2uT ✐♥ *❤❡ ▼♦❧✐4'❡ ❛♣♣'♦①✐♠❛*✐♦♥✳

<❤❡ ❤✐❣❤ @<❛♥❞❛B❞@ B❡❛❝❤❡❞ ❜② <❤❡ @❡♠✐❝♦♥❞✉❝<♦B <❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐♥ <❡B♠@ ♦❢ H✉❛❧✐<② ♦❢

<❤❡ ❝B②@<❛❧@✳ ❙✐❧✐❝♦♥ ❝B②@<❛❧@ ❜❡❧♦♥❣ <♦ <❤❡ ❞✐❛♠♦♥❞ ❣B♦✉♣ ❛♥❞ <❤❡② ❛B❡ ❝❤❛B❛❝<❡B✲

✐③❡❞ ❜② ❛ ❝♦✈❛❧❡♥< ❜♦♥❞✿ ❡❛❝❤ ❛<♦♠ ✐@ ❧✐♥❦❡❞ <♦ ❢♦✉B ♥❡✐❣❤❜♦✉B@ ❢♦B♠✐♥❣ ❛ B❡❣✉❧❛B

<❡<B❛❤❡❞B♦♥ ✇✐<❤ ❛ ❢❛❝❡ ❝❡♥<❡B❡❞ ❝✉❜✐❝ ✭❢❝❝✮ ❝B②@<❛❧❧✐♥❡ @<B✉❝<✉B❡✳ ❋✐❣✉B❡ ✶✳✸ @❤♦✇@

<❤❡ ♣B✐♥❝✐♣❛❧ ♣❧❛♥❡@ ♦❢ <❤❡ ❢❝❝ @<B✉❝<✉B❡ ✐♥❞✐❝❛<❡❞ ❜② <❤❡ ▼✐❧❧❡B ✐♥❞✐❝❡@❀ <❤❡ ♣❧❛♥❡@

✉@❡❢✉❧ ❢♦B ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❛B❡ ✭✶✶✵✮ ❛♥❞ ✭✶✶✶✮✱ ✇❤✐❧❡ ✭✶✵✵✮ ❣❡♥❡B❛<❡@ ❛ ❝♦♠♣❛B❛<✐✈❡❧②

@♠❛❧❧❡B ♣♦<❡♥<✐❛❧✱ <❤❡B❡❢♦B❡ ✐< ✐@ ♥♦< <❤❡ ♦♣<✐♠❛❧ ♦♥❡✳ ■♥ ✜❣✳ ✶✳✹ <❤❡ ✐♥<❡B♣❧❛♥❛B

♣♦<❡♥<✐❛❧ ❯ ✭①✮ ❢♦B <❤❡ ✭✶✶✵✮ ❛♥❞ ✭✶✶✶✮ ♣❧❛♥❡@ ✐♥ @✐❧✐❝♦♥ ✐@ @❤♦✇♥✿ <❤❡ ✭✶✶✵✮ ♦B✐✲

❡♥<❛<✐♦♥ ❤❛@ ❛ B❡❣✉❧❛B @<B✉❝<✉B❡ ✇✐<❤ ❛ @✐♥❣❧❡ ✐♥<❡B❛<♦♠✐❝ ❞✐@<❛♥❝❡ ✭dp ❂ ✶✳✾✷ ➴✮

<❤❛< ♣B♦❞✉❝❡@ ❛ ♣♦<❡♥<✐❛❧ ✇❡❧❧ ♦❢ ❛❜♦✉< ✷✷ ❡❱❀ <❤❡ ✭✶✶✶✮ ♦♥❡ ✐@ ♠♦B❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛@ ✐<

✐@ ❝❤❛B❛❝<❡B✐③❡❞ ❜② <✇♦ ❞✐✛❡B❡♥< ✐♥<❡B❛<♦♠✐❝ ❞✐@<❛♥❝❡@✱ ❛ ❧♦♥❣ ♦♥❡ ✭dL ❂ ✷✳✸✺ ➴✮

❛♥❞ ❛ @❤♦B< ♦♥❡ ✭dS ❂ ✵✳✼✽ ➴✮✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡ B✐@❡ <♦ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ♣♦<❡♥<✐❛❧ ✇❡❧❧@✱ <❤❡

❞❡❡♣❡@< ♦♥❡ ❜❡✐♥❣ ♦❢ ❛❜♦✉< ✷✺ ❡❱✳ ❚❛❜❧❡ ✶✳✶ @✉♠♠❛B✐③❡@ <❤❡ ♣❛B❛♠❡<❡B@ ♦❢ @♦♠❡

♣❧❛♥❛B ❝❤❛♥♥❡❧@ ♦❢ <❤❡ ❝B②@<❛❧ ♦❢ @✐❧✐❝♦♥ ❛< B♦♦♠ <❡♠♣❡B❛<✉B❡✳

✶✷



✶✳✶✳✸ ❈❤❛&❣❡❞ ♣❛&+✐❝❧❡/ ♠♦+✐♦♥ ✉♥❞❡& ♣❧❛♥❛& ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣

❆ ❝❤❛$❣❡❞ ♣❛$)✐❝❧❡ ✐, ❝♦♥,✐❞❡$❡❞ )♦ ❜❡ ✐♥ ♣❧❛♥❛$ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ✇❤❡♥ ✐) ✐, )$❛♣♣❡❞ ✐♥

)❤❡ ♣♦)❡♥)✐❛❧ ✇❡❧❧ ❜❡)✇❡❡♥ )✇♦ ❝$②,)❛❧❧✐♥❡ ♣❧❛♥❡,❀ )❤✐, ❤❛♣♣❡♥, ✐❢ )❤❡ )$❛♥,✈❡$,❛❧

❝♦♠♣♦♥❡♥) ♦❢ )❤❡ ♣❛$)✐❝❧❡ ♠♦♠❡♥)✉♠ ✭,❡❡ ❋✐❣✳ ✶✳✺✮ ✐, ♥♦) ❡♥♦✉❣❤ )♦ ♦✈❡$❝♦♠❡ )❤❡

❜❛$$✐❡$✳ ■♥ )❤✐, ❝♦♥❞✐)✐♦♥✱ )❤❡ ♣❛$)✐❝❧❡ ❡①♣❡$✐❡♥❝❡, ❛ ,❡$✐❡, ♦❢ ❝♦$$❡❧❛)❡❞ ❝♦❧❧✐,✐♦♥,❀

❛❧)❤♦✉❣❤ )❤❡,❡ ❛$❡ @✉❛♥)✉♠ ❡✈❡♥),✱ )❤❡ ♣❛$)✐❝❧❡ ♠♦)✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡,❝$✐❜❡❞ ✐♥ )❤❡

❝❧❛,,✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝, ❢$❛♠❡✱ )❤❛♥❦, )♦ )❤❡ ❧❛$❣❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❡♥❡$❣❡)✐❝ ❧❡✈❡❧, ❛❝❝❡,,✐❜❧❡

✐♥ )❤❡ ✐♥)❡$♣❧❛♥❛$ ♣♦)❡♥)✐❛❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ )❤❡ ❤❛$♠♦♥✐❝ ♣♦)❡♥)✐❛❧ ❛♣♣$♦①✐♠❛)✐♦♥

U(x) = U0

(

x 2

dp

)2

✱ )❤❡ ❡♥❡$❣② ,♣❛❝✐♥❣ ❜❡)✇❡❡♥ )❤❡ ❧❡✈❡❧, $❡,✉❧), )♦ ❜❡ ❡@✉❛❧ )♦

~

(

8U0

d2
p
M0

)2

✱ ✇❤❡$❡ M0 ✐, )❤❡ ♦,❝✐❧❧❛)✐♥❣ ♠❛,,✳ ❚❤❡$❡❢♦$❡ )❤❡ ❝❧❛,,✐❝❛❧ ❛♣♣$♦①✐♠❛)✐♦♥

✐, ✈❛❧✐❞ ✐❢ )❤❡ ❝♦♥❞✐)✐♦♥ ✶✳✶✹ ✐, ❢✉❧✜❧❧❡❞✿

N0 =
dp

~
√

8

√

U0M0 ≫ 1 ✭✶✳✶✹✮

✇❤❡$❡ N0 ✐, )❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ )❤❡ ❛❝❝❡,,✐❜❧❡ ❡♥❡$❣❡)✐❝ ❧❡✈❡❧, ❢♦$ )❤❡ )$❛♣♣❡❞ ♣❛$)✐❝❧❡✳

❈♦♥❞✐)✐♦♥ ✶✳✶✹ ✐, ❛❧✇❛②, ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❢♦$ ❤❡❛✈② ♣❛$)✐❝❧❡, ✭♣$♦)♦♥,✮ ✇❤✐❧❡ ❢♦$ ❧✐❣❤) ♦♥❡,

✭❡❧❡❝)$♦♥, ❛♥❞ ♣♦,✐)$♦♥,✮✱ )❤❡ ❝❧❛,,✐❝❛❧ ❛♣♣$♦❛❝❤ ❜❡❝♦♠❡, ✈❛❧✐❞ ✐♥ )❤❡ ✶✵✲✶✵✵ ▼❡❱

$❛♥❣❡✳

■♥ )❤❡ ❢$❛♠❡✇♦$❦ ♦❢ )❤❡ ❝♦♥)✐♥✉✉♠ ❛♣♣$♦①✐♠❛)✐♦♥✱ )❤❡ )$❛♥,✈❡$,❛❧ ♠♦♠❡♥)✉♠

✐, ♠✉❝❤ ,♠❛❧❧❡$ )❤❛♥ )❤❡ ♣❛$❛❧❧❡❧ ♦♥❡ ✭pt ≪ pl✮ ❛♥❞ )❤✉, )❤❡ )♦)❛❧ ❡♥❡$❣② ♦❢ )❤❡

,②,)❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣$♦①✐♠❛)❡❞ ❛, ❢♦❧❧♦✇,✿

E =
√

px
2 + pz

2 + m2c4 + U(x) ≃ px
2c2

2Ez

+ Ez + U(x) = const ✭✶✳✶✺✮

✇❤❡$❡ Ez =
√

pz
2 + m2c4

✐, ❝♦♥,❡$✈❡❞✱ ,✐♥❝❡ )❤❡ ♣♦)❡♥)✐❛❧ U(x) ❞♦❡, ♥♦) ❞❡♣❡♥❞

♦♥ z❀ ❤❡♥❝❡ )❤❡ )$❛♥,✈❡$,❡ ❡♥❡$❣② ❞❡✜♥❡❞ ❛, ET = px
2c2

2Ez

+ U(x) ✐, ❝♦♥,❡$✈❡❞ )♦♦✳

❇❡✐♥❣ px = pzθ✱ ❛♥❞ ❛,,✉♠✐♥❣ Ez ≈ E✱ pz ≈ p✱ ✉,✐♥❣ )❤❡ ❦♥♦✇♥ $❡❧❛)✐♦♥ pc2 = vE✱
✇❤❡$❡ v ✐, )❤❡ ♣❛$)✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐)②✱ ✇❡ ♠❛② $❡✇$✐)❡ ET ❛,✿

ET =
pv

2
θ2 + U(x) = const ✭✶✳✶✻✮

❚❛❦✐♥❣ ✐♥)♦ ❛❝❝♦✉♥) )❤❛) θ = dx/dz✱ ❊@✳ ✶✳✶✻ $❡,✉❧), )♦ ❜❡✿

ET =
pv

2

(

dx

dz

)2

+ U(x) = const ✭✶✳✶✼✮

❉✐✛❡$❡♥)✐❛)✐♥❣ ✇✐)❤ $❡,♣❡❝) )♦ z ❛♥❞ ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❛❧❧ )❡$♠, ❜② θ✱ )❤❡ $❡,✉❧) ❢♦$ )❤❡
♦♥❡✲❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧ )$❛♥,✈❡$,❡ ♠♦)✐♦♥ ✐♥ )❤❡ ♣♦)❡♥)✐❛❧ U(x) ✐,✿

pv
d2x

dz2
+

d

dx
U(x) = 0 ✭✶✳✶✽✮

✶✸



❊!✉❛$✐♦♥ ✶✳✶✽ ❞❡-❝/✐❜❡- $❤❡ ♣❛/$✐❝❧❡ $/❛♥-✈❡/-❡ ♦-❝✐❧❧❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❤❛/♠♦♥✐❝

♠♦$✐♦♥ ✐♥ $❤❡ ♣♦$❡♥$✐❛❧ ✇❡❧❧ ✉♥❞❡/ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐$✐♦♥✳ ■♥ $❤❡ ❤❛/♠♦♥✐❝ ♣♦$❡♥$✐❛❧

❛♣♣/♦①✐♠❛$✐♦♥ U(x) ≃ U0

(

2x
dp

)

$❤❡ -♦❧✉$✐♦♥ ✐- ❛ -✐♥✉-♦✐❞❛❧ ❢✉♥❝$✐♦♥✿

x =
dp

2

√

ET

U0

sin

(

2πz

λ
+ φ

)

✭✶✳✶✾✮

✇✐$❤ $❤❡ ♦-❝✐❧❧❛$✐♦♥ ♣❡/✐♦❞ ❜❡✐♥❣ λ = πdp

√

pv/2U0✳

❚❤❡ ♣❛/$✐❝❧❡ /❡♠❛✐♥- $/❛♣♣❡❞ ✇✐$❤✐♥ $❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐❢ ✐$- $/❛♥-✈❡/-❡ ❡♥❡/❣② ✐-

❧♦✇❡/ $❤❛♥ $❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ $❤❡ ♣♦$❡♥$✐❛❧ ❜❛//✐❡/✱ ✐✳❡✳✿

ET =
pv

2
θ2 + U(x) ≤ U0 ✭✶✳✷✵✮

❋/♦♠ ❊!✳ ✶✳✷✵✱ ❝♦♥-✐❞❡/✐♥❣ ❛ ♣❛/$✐❝❧❡ ✇✐$❤ $❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ $/❛♥-✈❡/-❡ ❡♥❡/❣②

✭ET = U0✮ ✐♥ $❤❡ ♣♦-✐$✐♦♥ ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ $❤❡ ✐♥$❡/♣❧❛♥❛/ ♣♦$❡♥$✐❛❧ ✭✐✳❡✳

x = 0✱ ✇❤❡/❡ U(0) = 0✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜$❛✐♥ $❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❧❧♦✇❡❞ ♠✐-❛❧✐❣♥♠❡♥$ ❛♥❣❧❡

❢♦/ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣

θL =

√

2U0

pv
✭✶✳✷✶✮

θL ❜❡✐♥❣ $❤❡ ❝/✐$✐❝❛❧ ❛♥❣❧❡ ✐♥$/♦❞✉❝❡❞ ❜② ▲✐♥❞❤❛/❞✱ ❢♦/ ❜♦$❤ ♣❧❛♥❛/ ❛♥❞ ❛①✐❛❧

❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$❧② ♦❢ $❤❡ ♣❛/$✐❝❧❡ ❝❤❛/❣❡✬- -✐❣♥✳ ❲❤❡♥ $❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥$ ❛♥❣❧❡ ♦❢

❛ ♣❛/$✐❝❧❡ ✇✐$❤ $❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞✐/❡❝$✐♦♥ ✐- ❧❡-- $❤❛♥ θL ❜✉$ ❝❧♦-❡ $♦ $❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ✭❛- ❝❧♦-❡

❛- ∼ aTF ✮✱ $❤❡ -❝❛$$❡/✐♥❣ ❢/♦♠ $❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ✐$-❡❧❢ /❛♣✐❞❧② /❡♠♦✈❡- $❤❡ ♣❛/$✐❝❧❡ ❢/♦♠

$❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡ ✭-❡❝✳ ✶✳✶✳✹✮✳ ❋♦/ $❤✐- /❡❛-♦♥ ❛ ❝/✐$✐❝❛❧ $/❛♥-✈❡/-❡ ❝♦♦/❞✐♥❛$❡

❢♦/ ♣❧❛♥❛/ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ♦❢ ❧♦♥❣ ❝/②-$❛❧- ❝❛♥ ❜❡ ✐♥$/♦❞✉❝❡❞✿

xc =
dp

2
− aTF ✭✶✳✷✷✮

✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞- $♦ ❛♥♦$❤❡/ ❝♦♠♠♦♥ ❞❡✜♥✐$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❝/✐$✐❝❛❧ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣

θc =

√

2Ec

pβ
✭✶✳✷✸✮

✇❤❡/❡ Ec = U(xc) ✐- $❤❡ ❝/✐$✐❝❛❧ $/❛♥-✈❡/-❡ ❡♥❡/❣②✳ ■❢ ❛ ♣❛/$✐❝❧❡ ♠♦✈❡- ❛❧♦♥❣ $❤❡
❝❡♥$❡/ ❧✐♥❡ ♦❢ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ ❤❛- ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥$ ❛♥❣❧❡ ✇✐$❤ $❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞✐/❡❝$✐♦♥ ❧❡--

$❤❡♥ θc ✇❡ ❝❛♥ ♥❡❣❧❡❝$ ✐$- ❡-❝❛♣❡ ❢/♦♠ $❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♣/♦♣❡/ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣

$❛❦❡- ♣❧❛❝❡✳

❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛$✐♦♥- -❡❡♥ ❛❜♦✈❡ ✇✐$❤ $❤❡ ❤❛/♠♦♥✐❝ ❛♣♣/♦①✐♠❛$✐♦♥ ❛/❡ ✈❛❧✐❞ ✐♥

$❤❡ ❝❛-❡ ♦❢ ♠♦$✐♦♥ ♦❢ ♣♦-✐$✐✈❡❧② ❝❤❛/❣❡❞ ♣❛/$✐❝❧❡- ❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ❜❡$✇❡❡♥ $✇♦ ❝/②-✲

$❛❧❧♦❣/❛♣❤✐❝ ♣❧❛♥❡-✳ ❋♦/ ♥❡❣❛$✐✈❡ ♣❛/$✐❝❧❡- $❤❡ ♣❧❛♥❛/ ♣♦$❡♥$✐❛❧ ✐- ❛$$/❛❝$✐✈❡ ❛♥❞

$❤❡♥✱ ✐♥ $❤❡ ❝❛-❡ ♦❢ ♠♦$✐♦♥ ✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐$✐♦♥✱ $❤❡ ♣❛/$✐❝❧❡- ♦-❝✐❧❧❛$❡ ❛/♦✉♥❞
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✺✿ ❛✮❆ ♣♦%✐'✐✈❡ ♣❛*'✐❝❧❡ ❜♦✉♥❞ ✐♥ '❤❡ ✐♥'❡*♣❧❛♥❛* ❝♦♥'✐♥✉♦✉% ♣♦'❡♥'✐❛❧✳ ❜✮❚♦♣

✈✐❡✇ ♦❢ '❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❍❡*❡ ❛*❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤'❡❞ '❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥'% ♦❢ '❤❡ '*❛♥%✈❡*%❡ ✭pt✮ ❛♥❞

❧♦♥❣✐'✉❞✐♥❛❧ ✭pl✮ ♠♦♠❡♥'✉♠ ♦❢ '❤❡ ♣❛*'✐❝❧❡ ✇✐'❤ *❡%♣❡❝' '♦ '❤❡ ♣❧❛♥❡ ❞✐*❡❝'✐♦♥✳ θ = pt/pl

✐% '❤❡ %♠❛❧❧ ♠✐%❛❧✐❣♥♠❡♥' ❛♥❣❧❡ ✇✐'❤ *❡%♣❡❝' '♦ '❤❡ ❝*②%'❛❧ ♣❧❛♥❡✳

 ❤❡ ❛ ♦♠✐❝ ♣❧❛♥❡+ ✭♦- ❛①✐+✮✱ -❡♣❡❛ ❡❞❧② ❝-♦++✐♥❣  ❤❡ ❞❡♥+❡ ❧❛②❡-+ ♦❢ ❛ ♦♠✐❝ ♥✉❝❧❡✐✳

❚❤❡-❡❢♦-❡  ❤❡ ♣-♦❜❛❜✐❧✐ ② ♦❢ +❝❛  ❡-✐♥❣ ✇✐ ❤ ♥✉❝❧❡✐ ✐+ ❤✐❣❤❡- ✇✐ ❤ -❡+♣❡❝  ♦ ♣♦+✐✲

 ✐✈❡ ♣❛- ✐❝❧❡+✱ ❤❡♥❝❡ ❜❡✐♥❣ ❤✐❣❤❡-  ❤❡ ♣-♦❜❛❜✐❧✐ ②  ❤❛  ❤❡ ♣❛- ✐❝❧❡ ❡+❝❛♣❡+ ❢-♦♠  ❤❡

❝❤❛♥♥❡❧✳ ❋♦-  ❤✐+ -❡❛+♦♥  ❤❡ ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❧❡♥❣ ❤ ❢♦- ♥❡❣❛ ✐✈❡ ♣❛- ✐❝❧❡+ ❛-❡ ♠✉❝❤

+❤♦- ❡-  ❤❛♥ ❢♦- ♣♦+✐ ✐✈❡ ♦♥❡+✳ ❋✐❣✳ ✶✳✻ +❤♦✇+  ❤❡ ❝♦♥ ✐♥✉♦✉+ ♣❧❛♥❛- ♣♦ ❡♥ ✐❛❧ ❢♦-

♥❡❣❛ ✐✈❡ ♣❛- ✐❝❧❡+ ✐♥  ❤❡ ❝❛+❡ ♦❢ ❛ +✐❧✐❝♦♥ ❝-②+ ❛❧ ♦-✐❡♥ ❡❞ ❛❧♦♥❣  ❤❡ ✭✶✶✵✮ ♣❧❛♥❡+❀

✇❡ ❝❛♥ ♥♦ ✐❝❡  ❤❛ Upl ✐+ ♦♣♣♦+✐ ❡  ♦  ❤❡ ♦♥❡ ❢♦- ♣♦+✐ ✐✈❡ ♣❛- ✐❝❧❡+✳ ■♥ ❛♥② ❝❛+❡✱  ❤❡

❞❡♣ ❤ U0 ❞♦❡+ ♥♦ ❝❤❛♥❣❡ +♦ θL =
√

2U0

pv
✐+  ❤❡ +❛♠❡ ❢♦- ❜♦ ❤ ♣♦+✐ ✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛ ✐✈❡

♣❛- ✐❝❧❡+✳

✶✳✶✳✹ ❉❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣

❈❤❛♥♥❡❧❡❞ ♣❛- ✐❝❧❡+ ♠♦ ✐♦♥ ✐+ ❛✛❡❝ ❡❞ ❜② ✐♥❝♦❤❡-❡♥ +❝❛  ❡-✐♥❣ ♣-♦❝❡++❡+ ✇✐ ❤

❡❧❡❝ -♦♥+ ❛♥❞ ♥✉❝❧❡✐✱  ❤❛ ❝❛✉+❡  ❤❡ ♥♦♥✲❝♦♥+❡-✈❛ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡  -❛♥+✈❡-+❡ ❡♥❡-❣② ET

❞✉❡  ♦  ❤❡ ❝♦♥ -✐❜✉ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ -❛♥❞♦♠ ❛♥❣❧❡ ✐♥ ❛ +✐♥❣❧❡ ❡✈❡♥ ♦❢ +❝❛  ❡-✐♥❣✳ ❆+ ❛

-❡+✉❧ ✱ ET ♠❛② ❜❡❝♦♠❡ ❤✐❣❤❡-  ❤❛♥  ❤❡ ♣♦ ❡♥ ✐❛❧ ❜❛--✐❡-✱  ❤✉+  ❤❡ ♣❛- ✐❝❧❡ ❝♦♠❡+

♦✉ ❢-♦♠  ❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤✐+ ♣-♦❝❡++ ✐+ ♥♦-♠❛❧❧② -❡❢❡--❡❞ ❛+ ✏❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣✑✳ ■♥  ❤❡

❞❡♣ ❤ ♦❢ ❛ ❝-②+ ❛❧✱ ❛+ ✇❡❧❧ ❛+ +♦♠❡ ♣❛- ✐❝❧❡+ ❧❡❛✈❡  ❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡✱  ❤❡-❡ ♠❛②

❜❡ ♣❛- ✐❝❧❡+ ❡♥ ❡-✐♥❣  ❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡✱  ❤✉+ ❡①♣❡-✐❡♥❝✐♥❣ ❛ ✏❢❡❡❞✐♥❣ ✐♥✑ ♣-♦❝❡++✳

❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐+♠+ -❡+♣♦♥+✐❜❧❡ ❢♦-  ❤❡+❡  ✇♦ ♦♣♣♦+✐ ❡ ♣-♦❝❡++❡+ ❛-❡ ❡++❡♥ ✐❛❧❧②  ❤❡

+❛♠❡✳

❉❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ♠❛② ❜❡ ❝❛✉+❡❞ ❜②  ❤❡ ♠✉❧ ✐♣❧❡ H✉❛+✐✲❡❧❛+ ✐❝ +❝❛  ❡-✐♥❣ ✇✐ ❤ ♥✉✲
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❝❧❡✐ ♦% ❜② (❤❡ ♠✉❧(✐♣❧❡ ✐♥❡❧❛/(✐❝ /❝❛((❡%✐♥❣ ✇✐(❤ ❡❧❡❝(%♦♥/✳ ❋♦% ♣♦/✐(✐✈❡ ♣❛%(✐❝❧❡/✱ (❤❡

❢%❛❝(✐♦♥ ♦❢ ♣❛%(✐❝❧❡/ ✐♠♣✐♥❣✐♥❣ ♦♥ ♥✉❝❧❡✐ ❛%❡ %❛♣✐❞❧② ❞❡❝❤❛♥♥❡❧❡❞✳ ■♥ ❢❛❝(✱ ♣❛%(✐❝❧❡/

❝❛♣(✉%❡❞ ✐♥ (❤❡ ♣♦(❡♥(✐❛❧✲✇❡❧❧ ✇✐(❤ ET > Ec :✉✐❝❦❧② ❧❡❛✈❡ (❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡

❞✉❡ (♦ (❤❡ ♠✉❧(✐♣❧❡ ❈♦✉❧♦♠❜ /❝❛((❡%✐♥❣ ✇✐(❤ ♥✉❝❧❡✐✳ ❖♥ (❤❡ ❝♦♥(%❛%②✱ ❝❤❛♥♥❡❧❡❞

♣❛%(✐❝❧❡/ ❡♥(❡%✐♥❣ ✐♥ ❜❡(✇❡❡♥ ❛(♦♠✐❝ ♣❧❛♥❡/ ❡①♣❡%✐❡♥❝❡ /♦❢( ❝♦❧❧✐/✐♦♥/ ♠♦/(❧②✳

❚❤❡/❡ ❞✐✛❡%❡♥❝❡/ ❧❡❛❞ (♦ (❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥( ♦❢ (❤❡ ✏♠♦❞❡%♥✑ ❞❡/❝%✐♣(✐♦♥ ♦❢ ♣❛%✲

(✐❝❧❡ ❞②♥❛♠✐❝/ ❛♥❞ ♦❢ ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣✳ ❚❤❡ /❝❛((❡%✐♥❣ ❞✉%✐♥❣ ♠♦(✐♦♥ ♦❢ ♣♦/✐(✐✈❡

❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ♣❛%(✐❝❧❡/ ❝❛♥ ❜❡ (%❡❛(❡❞ ✇✐(❤ (❤❡ ❢♦%♠❛❧✐/♠ ♦❢ ❛ ❞✐✛✉/✐♦♥ (❤❡♦%②✱ ✇❤✐❝❤

❧❡❞ (♦ (❤❡ ✧❝❧❛//✐❝❛❧✧ ❞❡✜♥✐(✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣✳ ❚❤✐/ ♦❧❞ ❞❡✜♥✐(✐♦♥ ✇❛/ %❡❝❡♥(❧② %❡✲

♥❛♠❡❞ ✧❡❧❡❝(%♦♥✐❝ ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣✧ ❛/ (❤❡ ♣%♦❝❡// ♦❢ ❡①♣✉❧/✐♦♥ ♦❢ ♣❛%(✐❝❧❡/ ✐♠♣✐♥❣✐♥❣

❝❧♦/❡ (♦ ♥✉❝❧❡✐ ✇❛/ ❝❧❛//✐✜❡❞ ❛/ ❛♥ ❛❧(❡%♥❛(✐✈❡ ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐/♠✱ %❡❢❡%%❡❞ ❛/

✧♥✉❝❧❡❛% ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣✧✳ ❚❤✐/ ❧❛/( ♠❡❝❤❛♥✐/♠ ✇❛/ (❤❡♥ ❛//♦❝✐❛(❡❞ ❛❧/♦ (♦ ♥❡❣❛(✐✈❡

♣❛%(✐❝❧❡/ ❞②♥❛♠✐❝/ ✐♥ ❝%②/(❛❧/✱ (❤✉/ ❣✐✈✐♥❣ /♦♠❡ ✐♠♣♦%(❛♥( ❤✐♥(/ (♦ (❤❡ /(✉❞② ♦❢

❝♦❤❡%❡♥( ✐♥(❡%❛❝(✐♦♥/ ♦❢ ♥❡❣❛(✐✈❡ ♣❛%(✐❝❧❡/✳ ▼♦%❡ ❞❡(❛✐❧/ ❛❜♦✉( ♣❛%(✐❝❧❡ ❞②♥❛♠✲

✐❝/ ❛♥❞ ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❛%❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ /✉❜/❡❝(✐♦♥/ ❛♥❞ ✐♥ (❤❡ %❡❢❡%❡♥❝❡/

(❤❡%❡✐♥✳

❉❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ✐♥ ❧♦♥❣ ❝*②,-❛❧,

■♥ (❤❡ ❞❡♣(❤ z ♦❢ ❛ ❧♦♥❣ ❝%②/(❛❧ (❤❡ ❢%❛❝(✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ♣❛%(✐❝❧❡/ ❞❡❝%❡❛/❡/ ❡①♣♦✲

♥❡♥(✐❛❧❧②

Nch(z)≈Nse
−z/Le

✭✶✳✷✹✮

✇❤❡%❡ Ns ✐/ (❤❡ ♥✉♠❜❡% ♦❢ ♣❛%(✐❝❧❡/ ✐♥ /(❛❜❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ /(❛(❡ ❛( (❤❡ ❝%②/(❛❧ ❡♥✲

(%② ❢❛❝❡ ✭z = 0✮✱ Nch ✐/ (❤❡ ♥✉♠❜❡% ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ♣❛%(✐❝❧❡✱ Le ✐/ (❤❡ ❡❧❡❝(%♦♥✐❝

❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❧❡♥❣(❤✱ ✇❤✐❝❤ /❝❛❧❡/ ✇✐(❤ (❤❡ ♣❛%(✐❝❧❡ ♠♦♠❡♥(✉♠ ❬✷✹❪✳ ■❢ ❛ ❝❤❛♥✲

♥❡❧❡❞ ♣❛%(✐❝❧❡ ❤❛/ ❛ (%❛♥/✈❡%/❡ ❡♥❡%❣② ET ≤ Ec ✭❢❛% ❢%♦♠ ♥✉❝❧❡✐✮✱ ✐( ✐/ ❛✛❡❝(❡❞ ❜②

♠✉❧(✐♣❧❡ /❝❛((❡%✐♥❣ ✇✐(❤ ❡❧❡❝(%♦♥/✳ ❇❡❝❛✉/❡ (❤❡ ❡❧❡❝(%♦♥✐❝ ❞❡♥/✐(② ✐/ %❛(❤❡% ✉♥✐✲

❢♦%♠ ✐♥ (❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ♦✇✐♥❣ (♦ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡❧❡❝(%♦♥/✱ (❤❡ ♣%♦❝❡// ✐/ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥( ❢%♦♠

(❤❡ (%❛♥/✈❡%/❡ ♣♦/✐(✐♦♥ x ♦❢ (❤❡ ♣❛%(✐❝❧❡ ❜✉( ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞/ ♦♥ ET ✳ ❚❤✐/ ♣%♦❝❡// ✐/

/❧♦✇❡% (❤❛♥ (❤❡ ♦♥❡ ❞✉❡ (♦ (❤❡ /(%♦♥❣ ♥✉❝❧❡❛% ❝♦❧❧✐/✐♦♥/✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝(%♦♥✐❝ ❞❡❝❤❛♥✲

♥❡❧✐♥❣ ❧❡♥❣(❤ ❢♦% ♣♦/✐(✐✈❡ ♣❛%(✐❝❧❡/ ❤❛/ ❜❡❡♥ ❡①(❡♥/✐✈❡❧② ♠❡❛/✉%❡❞ ✐♥ ❡①♣❡%✐♠❡♥(/

❬✶✹✱ ✷✺✱ ✷✻❪✳

❚❤❡ ♥♦♥✲❝♦♥/❡%✈❛(✐♦♥ ♦❢ (%❛♥/✈❡%/❡ ❡♥❡%❣② ET ❢♦% /♦❢( ✐♥(❡%❛❝(✐♦♥/ ✐♥ ❧♦♥❣

❝%②/(❛❧/ ❝❛♥ ❜❡ (%❡❛(❡❞ (❤♦✉❣❤ (❤❡ ❞✐✛✉/✐♦♥ (❤❡♦%②✱ ❛/ ❢✉❧❧② ❞❡/❝%✐❜❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✷❪✳

❚❤✐/ (❤❡♦%② ❧❡❞✱ (❤%♦✉❣❤ /❡✈❡%❛❧ ❛♣♣%♦①✐♠❛(✐♦♥/✱ (♦ (❤❡ ❢♦%♠✉❧❛ ❢♦% ❡❧❡❝(%♦♥✐❝

❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣✿

Le =
256

9π2

pβ

ln(2meγ/I) − 1

aTFdp

Z2reme

✭✶✳✷✺✮

✶✻



✇❤❡#❡ me ❛♥❞ re ❛#❡ '❤❡ ♠❛)) ❛♥❞ '❤❡ ❝❧❛))✐❝❛❧ #❛❞✐✉) ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝'#♦♥✱ I ✐) '❤❡ ♠❡❛♥
✐♦♥✐③❛'✐♦♥ ❡♥❡#❣② ❛♥❞ γ ✐) '❤❡ ▲♦#❡♥'③ ❢❛❝'♦#✳

❉❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ✐♥ )❤♦+, ❝+②),❛❧)

❚❤❡ ❛❞✈❡♥' ♦❢ )❤♦#'❡# ❝#②)'❛❧) ❛❧❧♦✇❡❞ '❤❡ ♦❜)❡#✈❛'✐♦♥ ♦❢ ♣❛#'✐❝❧❡ ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❞✉❡

'♦ ♠✉❧'✐♣❧❡ )❝❛''❡#✐♥❣ ♦♥ '❤❡ ❛'♦♠✐❝ ♥✉❝❧❡✐ ♦❢ '❤❡ ❝#②)'❛❧✳ ❆) ♦♥❡ ❝❛♥ )❡❡ ✐♥ ❋✐❣✳

✶✳✻✱ ♣❛#'✐❝❧❡) ✐♠♣✐♥❣✐♥❣ ❝❧♦)❡ '♦ '❤❡ ❛'♦♠✐❝ ♣❧❛♥❡) ❛#❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✉♥)'❛❜❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣

)'❛'❡) ❛♥❞ ❛#❡ ❞❡❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ❜② ♥✉❝❧❡✐ '#❛✈❡#)✐♥❣ ❛ )❤♦#' ❞✐)'❛♥❝❡ ✐♥ '❤❡ ❝#②)'❛❧✳

❚❤✐) ❡✛❡❝' ✐) #❡❢❡##❡❞ ❛) ✧♥✉❝❧❡❛# ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣✧✳ ❆) )❤♦✇♥ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✷✼❪✱ ✇✐'❤ '❤❡

❛✐♠ '♦ ❡)'✐♠❛'❡ '❤❡ ❢#❛❝'✐♦♥ ♦❢ ♣♦)✐'✐✈❡ ♣❛#'✐❝❧❡) )✉✛❡#✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛# ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣✱

'❤❡ ❛'♦♠✐❝ ❞❡♥)✐'② ✇❛) ❛))✉♠❡❞ '♦ ❤❛✈❡ ❛ ●❛✉))✐❛♥ ❞✐)'#✐❜✉'✐♦♥ ✇✐'❤ )'❛♥❞❛#❞

❞❡✈✐❛'✐♦♥ ❡F✉❛❧ '♦ '❤❡ ❛'♦♠✐❝ '❤❡#♠❛❧ ✈✐❜#❛'✐♦♥ ❛♠♣❧✐'✉❞❡✱ ut✱ ✇❤✐❝❤ ✐) 0.075 ➴
❢♦# ❙✐ ❛' 273 ❑ ❬✷❪✳ ❇② ❛))✉♠✐♥❣ '❤❛' '❤❡ ❛'♦♠✐❝ ❞❡♥)✐'② #❡❣✐♦♥ ✐♥'❡#❡)'❡❞ ❜②

✐♥'❡♥)❡ ♠✉❧'✐♣❧❡ )❝❛''❡#✐♥❣ ❡①'❡♥❞) ♦✈❡# 2.5σ ❬✷✼❪ ✲ '❤❡ )♦✲❝❛❧❧❡❞ ♥✉❝❧❡❛# ❝♦##✐❞♦#
✲ ✭)❡❡ ❋✐❣✳ ✶✳✻✮ ❛♥❞ ❜❡❛#✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ '❤❛' ✭✶✶✵✮ ✐♥'❡#♣❧❛♥❛# ❞✐)'❛♥❝❡ ✐) dp = 1.92
➴✱ ❛❜♦✉' ✶✾✳✺% ♦❢ ♣❛#'✐❝❧❡) ✭5ut/dp ≈ 0.195✮ ♦❢ ❛ ♣❡#❢❡❝'❧② ♣❛#❛❧❧❡❧ ❜❡❛♠ ✇❡#❡

❡)'✐♠❛'❡❞ '♦ ❜❡ ✉♥❞❡# ✉♥)'❛❜❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ )'❛'❡✳ ❚❤❡ )'#❡♥❣'❤) ♦❢ ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣

❜② ❡❧❡❝'#♦♥) ❛♥❞ ♥✉❝❧❡✐ ❛#❡ F✉✐'❡ ❞✐✛❡#❡♥'✳ ❆) ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦# 400 ●❡❱✴❝ ♣#♦'♦♥)
✐♥'❡#❛❝'✐♥❣ ✇✐'❤ ❙✐ ✭✶✶✶✮ ♣❧❛♥❡)✱ Le ∼ 220 ♠♠ ❬✷✸❪✱ ✇❤✐❧❡ Ln ∼ 1.5 ♠♠ ❬✷✼❪✱

Le ❛♥❞ Ln ❜❡✐♥❣ '❤❡ ❡❧❡❝'#♦♥✐❝ ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛# ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❧❡♥❣'❤)✱ #❡)♣❡❝'✐✈❡❧②✳

❉❡❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ♣❛#'✐❝❧❡) ❛#❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♦✈❡#✲❜❛##✐❡# )'❛'❡) ❛♥❞ '❤❡ ♣#♦❜❛❜✐❧✐'② '♦ ❜❡

#❡❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ✐) ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❢♦# ❛ ❜❡♥' ❝#②)'❛❧✳ ❉❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ♣#♦❝❡))❡) ❧❡❛❞ '♦ ❛ ❞❡❝❛②

✐♥ '❤❡ ♥✉♠❜❡# ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ♣❛#'✐❝❧❡)✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣#♦①✐♠❛'❡❞ ❜② ❡①♣♦♥❡♥'✐❛❧

❢✉♥❝'✐♦♥)✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡# ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ♣❛#'✐❝❧❡) ❛' ❝♦♦#❞✐♥❛'❡ z✱ Nch(z)✱ ♦✈❡# '❤❡
'♦'❛❧ ♥✉♠❜❡# ♦❢ ♣❛#'✐❝❧❡)✱ N0✱ ❤♦❧❞)✿

Nch(z)≈Nue
−z/Ln + Nse

−z/Le
✭✶✳✷✻✮

✇❤❡#❡ Nu ❛♥❞ Ns ❛#❡ '❤❡ ♥✉♠❜❡# ♦❢ ♣❛#'✐❝❧❡) ✐♥ ✉♥)'❛❜❧❡ ❛♥❞ )'❛❜❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣

)'❛'❡) ❛' '❤❡ ❝#②)'❛❧ ❡♥'#② ❢❛❝❡ ✭z = 0✮✱ #❡)♣❡❝'✐✈❡❧②✳ ❋♦# ❙✐ ✭✶✶✵✮ ❛' 273 ❑✱
Nu ∼ 19.5%N0 ❛♥❞ Ns ∼ 80.5%N0 ✳

❉❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ♦❢ ♥❡❣❛,✐✈❡ ♣❛+,✐❝❧❡)

❚❤❡ #❡)✉❧') ♦❜'❛✐♥❡❞ ❢♦# '❤❡ ♥✉❝❧❡❛# ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ♦❢ ♣♦)✐'✐✈❡ ❝❤❛#❣❡❞ ♣❛#'✐❝❧❡)

❣❛✈❡ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥'❛❧ ✐♥♣✉' ✐♥ '❤❡ #❡)❡❛#❝❤ ♦❢ ❝♦❤❡#❡♥' ❡✛❡❝') ❢♦# ♥❡❣❛'✐✈❡ ♣❛#'✐❝❧❡)

✐♥ ❝#②)'❛❧)✳

❈❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ♦❢ ♥❡❣❛'✐✈❡ ♣❛#'✐❝❧❡) ✐) ♦❢ )♣❡❝✐❛❧ ✐♥'❡#❡)' ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ )♦♠❡ ❛♣♣❧✐✲

❝❛'✐♦♥)✱ )✉❝❤ ❛) ❜❡❛♠ ♠❛♥✐♣✉❧❛'✐♦♥ ❬✷✽✕✸✵❪✱ ♣#♦❞✉❝'✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤✲❡♥❡#❣② #❛❞✐❛'✐♦♥

✐♥ ❜♦'❤ ✉♥❜❡♥' ❬✷✸❪ ❛♥❞ ❜❡♥' ❬✸✶✱ ✸✷❪ ❝#②)'❛❧)✱ ✐♥ ❝#②)'❛❧❧✐♥❡ ✉♥❞✉❧❛'♦#) ❬✸✸✕✸✺❪✱

✶✼



❛♥❞ ❛# ❛ ♣♦#✐'(♦♥ #♦✉(❝❡ ❬✸✻✱ ✸✼❪✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥' ♦❢ #✉❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥# ❞♦❡# (❡✲

:✉✐(❡ ❛ ❤✐❣❤❡( ✉♥❞❡(#'❛♥❞✐♥❣ ♦❢ '❤❡ ❝♦♥'(✐❜✉'✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦❤❡(❡♥' ✐♥'❡(❛❝'✐♦♥# ❜❡'✇❡❡♥

❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ♣❛('✐❝❧❡# ❛♥❞ ❝(②#'❛❧# ❬✸✽❪✱ ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ❞❡#✐❣♥✐♥❣ ❝(②#'❛❧# ✇✐'❤ ♦♣'✐♠✐③❡❞

❣❡♦♠❡'(✐❝❛❧ ♣❛(❛♠❡'❡(#✳

❈♦♠♣❛(❛'✐✈❡❧② '♦ ♣♦#✐'✐✈❡ ♣❛('✐❝❧❡#✱ ❡①♣❡(✐♠❡♥'❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉' ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣

♦❢ ♥❡❣❛'✐✈❡ ♣❛('✐❝❧❡# ❤❛❞ ❜❡❡♥ ❧✐♠✐'❡❞ ❞✉❡ '♦ '❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❤✐❣❤✲❡♥❡(❣② ♥♦♥✲(❛❞✐❛'✐♥❣

❜❡❛♠# ♦❢ ♥❡❣❛'✐✈❡❧② ❝❤❛(❣❡❞ ♣❛('✐❝❧❡# ❛♥❞ ❡①♣❡(✐♠❡♥'❛❧ ❞✐✣❝✉❧'✐❡# '♦ ❢❛❜(✐❝❛'❡

#✉✐'❛❜❧❡ ❝(②#'❛❧#✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❧② ❢❡✇ ②❡❛(# ❛❣♦ '❤❡ ♣♦##✐❜✐❧✐'② '♦ #'❡❡( ♥❡❣❛'✐✈❡❧②

❝❤❛(❣❡❞ ♣❛('✐❝❧❡ ❜❡❛♠# ✭✐♥ '❤✐# ❝❛#❡✱ ✶✺✵ ●❡❱✲ ❡♥❡(❣② ♣✐♦♥#✮✱ '❤(♦✉❣❤ ❜❡♥' ❝(②#'❛❧#

✇❛# ❞❡♠♦♥#'(❛'❡❞ ❛' ❈❊❘◆ ❬✸✾✕✹✶❪✳ ■♥ ❢❛❝'✱ ❞✉❡ '♦ ✐♥❝♦❤❡(❡♥' ✐♥'❡(❛❝'✐♦♥ ✇✐'❤ '❤❡

❛'♦♠#✱ ♥❡❣❛'✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ♣❛('✐❝❧❡# ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡( ♣(♦❜❛❜✐❧✐'② '♦ #✉✛❡( ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣

❬✷✱ ✷✼❪ ✇✐'❤ (❡#♣❡❝' '♦ '❤❡✐( ♣♦#✐'✐✈❡ ❝♦✉♥'❡(♣❛('✳ ❆# ❛ ❞✐(❡❝' ❝♦♥#❡:✉❡♥❝❡✱ '❤❡

♥✉♠❜❡( ♦❢ ♣❛('✐❝❧❡# ❧❡❛✈✐♥❣ '❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ #'❛'❡ ♣❡( ✉♥✐' ♦❢ ❧❡♥❣'❤ ✐# ❤✐❣❤❡( ❢♦(

♥❡❣❛'✐✈❡ ♣❛('✐❝❧❡# '❤❛♥ ❢♦( '❤❡ ♣♦#✐'✐✈❡ ♦♥❡#✳

❋♦( ♥❡❣❛'✐✈❡❧② ❝❤❛(❣❡❞ ♣❛('✐❝❧❡#✱ #✐♥❝❡ '❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ '❤❡ ♣♦'❡♥'✐❛❧ ✇❡❧❧ ✐#

❧♦❝❛'❡❞ ♦♥ '❤❡ ❛'♦♠✐❝ ♣❧❛♥❡#✱ ❛❧❧ '❤❡ ♣❛('✐❝❧❡# ❛(❡ (❡❛❞✐❧② ❞✐(❡❝'❡❞ '♦✇❛(❞ '❤❡ ♥✉✲

❝❧❡❛( ❝♦((✐❞♦(✳ ❆# ❛ ❝♦♥#❡:✉❡♥❝❡✱ ❛❧❧ ♥❡❣❛'✐✈❡❧② ❝❤❛(❣❡❞ ♣❛('✐❝❧❡# ❧✐❡ ✐♥ ✉♥#'❛❜❧❡

❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ #'❛'❡# ✭Ns = 0✱ Nu = N0✮ ❛♥❞ '❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐#♠ ♦❢ ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ✈✐❛ ✐♥'❡(✲

❛❝'✐♦♥ ✇✐'❤ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡❧❡❝'(♦♥# ♥❡❣❧✐❣✐❜❧② ❝♦♥'(✐❜✉'❡# '♦ ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ✇✐'❤ (❡#♣❡❝'

'♦ ♥✉❝❧❡❛( ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ❡①♣❡(✐♠❡♥'❛❧ #'✉❞② (❡♣♦('❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✹✷❪ #❤♦✇❡❞ '❤❛'

'❤❡ ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❧❡♥❣'❤ ❢♦( ♥❡❣❛'✐✈❡ ♣❛('✐❝❧❡# ✐# ❝♦♠♣❛(❛❜❧❡ '♦ '❤❡ ♥✉❝❧❡❛( ❞❡❝❤❛♥✲

♥❡❧✐♥❣ ❧❡♥❣'❤ ❢♦( ♣♦#✐'✐✈❡ ❝❤❛(❣❡#✱ '❤❡(❡❢♦(❡✱ ✐♥ '❤✐# ❝❛#❡ '❤❡ ♥✉♠❜❡( ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧❡❞

♣❛('✐❝❧❡# ❤♦❧❞#✿

Nch(z)≈N0e
−z/Ln

✭✶✳✷✼✮

■♥ ❘❡❢✳ ❬✹✷❪ ✐' ✇❛# ❛❧#♦ #❤♦✇❡❞ '❤❛' ♥✉❝❧❡❛( ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❧❡♥❣'❤ ✐# ♥♦' ♣(♦✲

♣♦('✐♦♥❛❧ '♦ pv✱ ✐♥ ❝♦♥'(❛#' ✇✐'❤ '❤❡♦(② ✉#❡❞ ❢♦( ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ✐♥ ❧♦♥❣ ❝(②#'❛❧#

❬✷❪✳ ◆❡✇ ♠♦❞❡❧# ✇❡(❡ ♣(♦♣♦#❡❞✱ ❛♥❞ ❡①♣❡(✐♠❡♥'❛❧ ❞❛'❛ ✇✐'❤ ✹✵✵ ●❡❱✴❝ ♣(♦'♦♥#

❤✐❣❤❧✐❣❤'❡❞ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ '❤❡ ♥❡❡❞✐♥❣ ♦❢ ❛ ♠♦#' ❛❝❝✉(❛'❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦( '❤❡ ❞❡#❝(✐♣'✐♦♥

♦❢ ♥✉❝❧❡❛( ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ✇✐'❤ (❡#♣❡❝' '♦ '❤❡ '❤❡♦(② ✉#❡❞ ❢♦( ❧♦♥❣ ❝(②#'❛❧# ❬✹✸❪✳ ❚❤❡

#'✉❞② ♦❢ ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❧❡♥❣'❤ ✐# #'✐❧❧ ❛♥ ♦♣❡♥ ✐##✉❡✱ ❛♥❞ ♠② ❣(♦✉♣ ❛' '❤❡ ♠♦♠❡♥'

✐# ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ '❤✐# (❡#❡❛(❝❤✳

❋✐❣✉(❡ ✶✳✻ #❤♦✇# '❤❡ ❛✈❡(❛❣❡❞ ♣♦'❡♥'✐❛❧ ✭❝❛❧❝✉❧❛'❡❞ ❛# ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✷✷❪✮ ❡①♣❡(✐✲

❡♥❝❡❞ ❜② '❤❡ ♣❛('✐❝❧❡# ❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ❜❡'✇❡❡♥ ✭✶✶✵✮ #✐❧✐❝♦♥ ♣❧❛♥❡#✱ ❛♥❞ '❤❡ ❝♦♠♣❛(❡❞

❞②♥❛♠✐❝# ♦❢ ✶✺✵ ●❡❱✴❝ ♣✐♦♥# ✇✐'❤ ♦♣♣♦#✐'❡ #✐❣♥✳

✶✽



❋✐❣✉$❡ ✶✳✻✿ ✭❛✲❜✮ ♣❧❛♥❛( ♣♦*❡♥*✐❛❧- ❡①♣❡(✐❡♥❝❡❞ ❜② π+
❛♥❞ π−

❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ❜❡*✇❡❡♥ ✭✶✶✵✮

-✐❧✐❝♦♥ ♣❧❛♥❡-✳ ❙❤❛❞❡❞ (❡❣✐♦♥- ❤✐❣❤❧✐❣❤* *❤❡ (❡❣✐♦♥- ♦❢ ❤✐❣❤ ♥✉❝❧❡❛( ❞❡♥-✐*② ✭♥✉❝❧❡❛(

❝♦((✐❞♦(-✮✱ ✈❡(*✐❝❛❧ ❧✐♥❡- ✐♥-✐❞❡ *❤♦-❡ (❡❣✐♦♥- -❤♦✇ *❤❡ ♣♦-✐*✐♦♥- ♦❢ ❛*♦♠✐❝ ♣❧❛♥❡-✳ ✭❝✮

❚(❛❥❡❝*♦(✐❡- ♦❢ *✇♦ 150 ●❡❱✴❝ π+
✿ *❤❡ *(❛❥❡❝*♦(② ♦❢ *❤❡ ♣❛(*✐❝❧❡ ✇✐*❤ ❧❛(❣❡( ♦-❝✐❧❧❛*✐♦♥

❛♠♣❧✐*✉❞❡ ✐- ❢♦( ❛ ♣❛(*✐❝❧❡ ✇❤♦-❡ ✐♠♣❛❝* ♣❛(❛♠❡*❡( ❧❛②- ✐♥-✐❞❡ *❤❡ (❡❣✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤ ♥✉❝❧❡❛(

❞❡♥-✐*② ✭✐✳❡✳ *❤❡ ♣❛(*✐❝❧❡ ✐- ✐♥ ✉♥-*❛❜❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ -*❛*❡✮✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣❛(*✐❝❧❡ ✐- ❞❡❝❤❛♥♥❡❧❡❞

❛❢*❡( *(❛✈❡(-✐♥❣ ❛ -❤♦(* ❞✐-*❛♥❝❡ ✐♥ *❤❡ ❝(②-*❛❧✳ ❚❤❡ ♦*❤❡( *(❛❥❡❝*♦(② (❡❢❡(- *♦ ❛ ♣❛(*✐❝❧❡

✐♠♣✐♥❣✐♥❣ ❢❛( ❢(♦♠ ❛*♦♠✐❝ ♣❧❛♥❡- ✭-✉❝❤ ♣❛(*✐❝❧❡ ✐- ✐♥ -*❛❜❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ -*❛*❡-✮✳ ✭❞✮

*(❛❥❡❝*♦(✐❡- ♦❢ *✇♦ 150 ●❡❱✴❝ π−
✿ ❛❧❧ ♥❡❣❛*✐✈❡ ♣❛(*✐❝❧❡- ♣❛-- *❤(♦✉❣❤ *❤❡ ❤✐❣❤✲❛*♦♠✐❝

❞❡♥-✐*② (❡❣✐♦♥- ❛♥❞ ❛(❡ -✉❜❥❡❝* *♦ ♥✉❝❧❡❛( ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣✳ ❆❞❛♣*❡❞ ❢(♦♠ (❡❢✳ ❬✹✷❪✳

✶✳✷ ❈♦❤❡'❡♥) ■♥)❡'❛❝)✐♦♥. ✐♥ ❇❡♥) ❈'②.)❛❧.

✶✳✷✳✶ #❛%&✐❝❧❡ ▼♦&✐♦♥ ✐♥ ❇❡♥& ❈%②1&❛❧1

❆! !✉❣❣❡!%❡❞ ❜② ❚!②❣❛♥♦✈ ✐♥ ✶✾✼✻✱ ❛ !❧✐❣❤%❧② ❜❡♥% ♠♦♥♦❝8②!%❛❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉!❡❞ ❢♦8

!%❡❡8 ❛ ❝❤❛8❣❡❞ ♣❛8%✐❝❧❡ ❜❡❛♠ ❬✶✸✱ ✹✹❪✳ ■♥ ♣❛8%✐❝✉❧❛8✱ ❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ♣❛8%✐❝❧❡! ✇♦✉❧❞

❢♦❧❧♦✇ %❤❡ ❞✐8❡❝%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❜❡♥% ❛%♦♠✐❝ ♣❧❛♥❡! ✭♦8 ❛①❡!✮✱ %❤✉! ❞❡✈✐❛%✐♥❣ ❢8♦♠ %❤❡

✐♥✐%✐❛❧ ❞✐8❡❝%✐♦♥ ❜② ❛♥ ❛♥❣❧❡ ❡E✉❛❧ %♦ %❤❡ ♦♥❡ ❞❡%❡8♠✐♥❡❞ ❜② ❝8②!%❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣✳

❚❤❡ ♠♦%✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦!✐%✐✈❡ ♣❛8%✐❝❧❡ ✇✐%❤✐♥ ❛ ❜❡♥% ♣❧❛♥❛8 ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✲

!❝8✐❜❡❞ ❛!!✉♠✐♥❣ %❤❛% ✐❢ %❤❡ ❝8②!%❛❧ ❤❛! ❛ ♠❛❝8♦!❝♦♣✐❝ ❝✉8✈❛%✉8❡ 8❛❞✐✉! ✭✐✳❡✳ ♦❢

%❤❡ ♦8❞❡8 ♦❢ !❡✈❡8❛❧ ♠❡%❡8!✮✱ ❜❡♥❞✐♥❣ ❤❛! ♥♦ ❡✛❡❝% ♦♥ %❤❡ ♣♦%❡♥%✐❛❧ ♦❢ %❤❡ ❝8②!%❛❧
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✽✿ ❚❤❡ ✐♥%❡&♣❧❛♥❛& ♣♦%❡♥%✐❛❧ ✐♥ ▼♦❧✐,&❡ ❛♣♣&♦①✐♠❛%✐♦♥ ❢♦& ❙✐ ✭✶✶✵✮ ✭5♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮

❛♥❞ %❤❡ ❡✛❡❝%✐✈❡ ♣♦%❡♥%✐❛❧ ❢♦& pβ/R ♦❢ ✶ ●❡❱✴❝♠ ✭❞❛5❤❡❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ✷ ●❡❱✴❝♠ ✭❞♦%%❡❞

❧✐♥❡✮✳ ❈❛❧❝✉❧❛%✐♦♥5 ✇❡&❡ ❞♦♥❡ ✇✐%❤ %❤❡ ❊❈❍❆❘▼ ♣&♦❣&❛♠ ❬✷✷❪✳

■♥ ❋✐❣✳ ✶✳✽ (♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡( ♦❢ 1❤❡ ♣♦1❡♥1✐❛❧ Ueff (x) ❢♦3 ❞✐✛❡3❡♥1 3❛1✐♦( pβ/R ✐♥

❝♦♠♣❛3✐(♦♥ ✇✐1❤ 1❤❡ ✉♥❞✐(1✉3❜❡❞ ♣♦1❡♥1✐❛❧ U(x) ❢♦3 1❤❡ ❙✐ ♣❧❛♥❡( ✭✶✶✵✮ ❛3❡ (❤♦✇♥✳

❆( ♦♥❡ ❝❛♥ (❡❡✱ ❛( 1❤❡ 3❛1✐♦ pv/R ✐♥❝3❡❛(❡(✱ 1❤❡ ❞❡♣1❤ ♦❢ 1❤❡ ❡✛❡❝1✐✈❡ ♣♦1❡♥1✐❛❧

✇❡❧❧ ❞❡❝3❡❛(❡( ❛♥❞ ✐1( ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ✐( (❤✐❢1❡❞ 1♦✇❛3❞( 1❤❡ ❛1♦♠✐❝ ♣❧❛♥❡❀ 1❤✉(

❛1 (♦♠❡ ❝3✐1✐❝❛❧ (pv/R)c 1❤❡ ✇❡❧❧ ❞✐(❛♣♣❡❛3( ❛♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ✐( ♥♦ ❧♦♥❣❡3 ♣♦((✐❜❧❡✳

❚❤❡ ❝3✐1✐❝❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ❝✉3✈❛1✉3❡ ✐( ❞❡✜♥❡❞ ❜② 1❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✐♥1❡3♣❧❛♥❛3 ❡❧❡❝13✐❝ ✜❡❧❞

εmax ♥❡❛3 1❤❡ ❛1♦♠✐❝ ♣❧❛♥❡✳■1 ✐( ♣♦((✐❜❧❡ 1♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝3✐1✐❝❛❧ 3❛❞✐✉( Rc✿

Rc =
pβ

eεmax

✭✶✳✸✵✮

❆❝❝♦3❞✐♥❣ 1♦ ❇✐3②✉❦♦✈ ✇❡ (❤♦✉❧❞ ✉(❡ U ′(xc) ✐♥(1❡❛❞ ♦❢ eεmax ❛♥❞ (♦ 3❡❞❡✜♥❡ Rc

Rc =
pβ

U ′(xc)
✭✶✳✸✶✮

▼♦3❡♦✈❡3 1❤❡ ❝3✐1✐❝❛❧ ❡♥❡3❣② ✐♥ 1❤❡ ❝❛(❡ ♦❢ ❜❡♥1 ❝3②(1❛❧ ✐( Ec(Rc/R) = Ec,0(1 − Rc/R)2
✱

✇❤❡3❡ Ec ✐( 1❤❡ ❝3✐1✐❝❛❧ 13❛♥(✈❡3(❡ ❡♥❡3❣② ✐♥ 1❤❡ (13❛✐❣❤1 ❝3②(1❛❧✳ ■♥ 1❤✐( ✇❛②✱ ✐1 ✐(

♣♦((✐❜❧❡ 1♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♥❡✇ ❝3✐1✐❝❛❧ ❛♥❣❧❡ θc(Rc/R) ❢♦3 ❜❡♥1 ❝3②(1❛❧(✿

θc(Rc/R) = θc,0 (1 − Rc/R) ✭✶✳✸✷✮

✇❤❡3❡ θc,0 =
√

2Uc/(pβ) ✐( 1❤❡ ❝3✐1✐❝❛❧ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❢♦3 ❛ (13❛✐❣❤1 ❝3②(1❛❧✳

❋3♦♠ ❊L✳ ✶✳✸✷ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦1✐❝❡ 1❤❛1 θc ✐( 3❡❞✉❝❡❞ ❢3♦♠ ❛ ❢❛❝1♦3 (1 − Rc/R) ✇✐1❤

3❡(♣❡❝1 1♦ (13❛✐❣❤1 ❝3②(1❛❧(✳
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$♦ $❤❡ ♦♥❡ ♦❢ $❤❡ ❝'②0$❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ❜② ❛♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ♦'❞❡' ∼ θL =
√

2U0/pv ✇✐$❤ ❛ 0♠❛❧❧

0♣'❡❛❞✳ ❚❤✐0 ♠❡❛♥0 $❤❛$ ✐♥ ❛ ❜❡♥$ ❝'②0$❛❧ $❤❡ ❛✈❡'❛❣❡ ❡①✐$ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✉♥❝❤❛♥♥❡❧❡❞

♣❛'$✐❝❧❡ ✐0 ♥♦$ ❡O✉❛❧ $♦ $❤❡ ❛✈❡'❛❣❡ ✐♥❝✐❞❡♥$ ❛♥❣❧❡✳

■♥ $❤❡ ❞❡♣$❤ ♦❢ ❛ ❜❡♥$ ❝'②0$❛❧ ✐$ ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ $❤❛$ ♣❛'$✐❝❧❡ $'❛❥❡❝$♦'② ❜❡❝♦♠❡0

$❛♥❣❡♥$✐❛❧ $♦ $❤❡ ❝'②0$❛❧❧♦❣'❛♣❤✐❝ ♣❧❛♥❡0✱ $❤✉0 $❛♥❣❡♥$ $♦ $❤❡ ♣❧❛♥❛' ♣♦$❡♥$✐❛❧✱
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♣♦✐♥(% ✐♥ ✇❤✐❝❤ (❤❡ ✐♥(❡*♣❧❛♥❛* ♣♦(❡♥(✐❛❧ ✐% ❧❡%% ✐♥(❡♥%❡✳ ■♥ (❤✐% ❝❛%❡ (❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②

❣*♦✇% ❞✉❡ (♦ (❤❡ ✐♥❝*❡❛%❡ ♦❢ (❤❡ *❡✢❡❝(✐✈❡ ❛*❡❛✳ ❚❤✐% ❝❛%❡ ✐% ❞❡%❝*✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡(❛✐❧ ✐♥

❘❡❢✳ ❬✺✸❪✳ ■♥ ❝♦♠♣❛*✐%♦♥ ✇✐(❤ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣✱ ❱❘ ❤❛% ❛ ❣*❡❛(❡* ❛♥❣✉❧❛* ❛❝❝❡♣(❛♥❝❡✱

❜✉( ✐( ♣*♦✈✐❞❡% ❛ %♠❛❧❧❡* ❛♥❣✉❧❛* ❞❡✢❡❝(✐♦♥✱ %✐♥❝❡ θV R ∼ θL✳ ■♥ ❛❞❞✐(✐♦♥✱ ❱❘

❡✣❝✐❡♥❝② ✐% ❤✐❣❤❡* ❛( ❛ ❤✐❣❤❡* ❝✉*✈❛(✉*❡✱ ❜❡❝❛✉%❡ (❤❡ ❝♦♠♣❡(✐(✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐%♠ ♦❢

❱❈ ❤❛% ❛ ❤✐❣❤❡* ♣*♦❜❛❜✐❧✐(② ❛( ❧♦✇❡* ❝✉*✈❛(✉*❡✳ ▼♦*❡♦✈❡*✱ %✐♥❝❡ (❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❝❛♣(✉*❡

♣*♦❜❛❜✐❧✐(② %❝❛❧❡% ❛% E−2/3
✱ ❱❘ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥❝*❡❛%❡ ✇✐(❤ E✳ ❆❧❧ (❤❡ ♣❡❝✉❧✐❛*✐(✐❡% ❥✉%(

❞❡%❝*✐❜❡❞ ♠❛❞❡ (❤❡ ✐♥(❡*❡%( ♦♥(♦ ❱❘ ❣*♦✇✐♥❣ %✐❣♥✐✜❝❛(✐✈❡❧② ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥%

✐♥ ❤✐❣❤ ❡♥❡*❣② ♣❤②%✐❝%✱ ❛% ❛♥ ❛((*❛❝(✐✈❡ ❛❧(❡*♥❛(✐✈❡ (♦ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣✳

❚♦ ❣✐✈❡ ❛ ❝♦♠♣*❡❤❡♥%✐✈❡ ♦✈❡*✈✐❡✇ ♦❢ ❝♦❤❡*❡♥( ❡✛❡❝( ✐♥ ❛ ❜❡♥( ❝*②%(❛❧✱ ✇❡ ❝❛♥

❝♦♥%✐❞❡* (❤❡ ❝*②%(❛❧ ♦*✐❡♥(❛(✐♦♥ ❛♥❣❧❡ θ0 ❛♥❞ (❤❡ ❞❡✢❡❝(✐♦♥ ❛♥❣❧❡% ♦❢ ♣❛*(✐❝❧❡% θx

❜❡✐♥❣ ❝♦✉♥(❡❞ ❢*♦♠ (❤❡ ❞✐*❡❝(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥( ❜❡❛♠ ❛①✐% ❛♥❞ (❤❡ ✐♥✐(✐❛❧ ❞✐*❡❝(✐♦♥

♦❢ (❤❡ ♣❛*(✐❝❧❡ ♠♦♠❡♥(✉♠✱ *❡%♣❡❝(✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❞✐*❡❝(✐♦♥ (♦ (❤❡ ❝*②%(❛❧ ❜❡♥❞ %✐❞❡ ✐%

❞❡✜♥❡❞ ❛% ❛ ♣♦%✐(✐✈❡ ♦♥❡✳ ❲❤❡♥ (❤❡ ❝*②%(❛❧ ♦*✐❡♥(❛(✐♦♥ ❛♥❣❧❡% |θ(r)| < θc (❤❡

❜❡❛♠ ♣❛*(✐❝❧❡% ❝❛♥ ❜❡ ❝❛♣(✉*❡❞ ✐♥(♦ (❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ *❡❣✐♠❡ ❛( (❤❡ ❝*②%(❛❧ ❡♥(*❛♥❝❡✱

✇❤❡*❡ θc ✐% (❤❡ ❝*✐(✐❝❛❧ ❛♥❣❧❡ ❢♦* ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣✳ ❱❘ ♦❢ ♣❛*(✐❝❧❡% ✐% *❡❛❧✐③❡❞ ✇❤❡♥

(❤❡ ♦*✐❡♥(❛(✐♦♥ ❛♥❣❧❡% ❛*❡ ✐♥ (❤❡ ✐♥(❡*✈❛❧ −α < θ0 < −θc✳ ❚❤❡ ♣❛*(✐❝❧❡% ✈♦❧✉♠❡

❝❛♣(✉*❡❞ ✐♥(♦ (❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ *❡❣✐♠❡ ♥❡❛* (❤❡ (❛♥❣❡♥❝② ♣♦✐♥( ❝❛♥ ❢♦❧❧♦✇ ❜② (❤❡

❜❡♥( ❝❤❛♥♥❡❧% ❛♥❞ ❜❡ ❞❡✢❡❝(❡❞ ❜② (❤❡ ❛♥❣❧❡% ✉♣ (♦ α − |θ0|✳
❇② ❝♦♥%✐❞❡*✐♥❣ ❛ ♣♦%✐(✐✈❡ ♣❛*(✐❝❧❡ ❜❡❛♠ ✐♥(❡*❛❝(✐♥❣ ✇✐(❤ ❛ ❜❡♥( ❝*②%(❛❧✱ ❛ ❱❘

❞❡✢❡❝(✐♦♥ ❛♥❣❧❡ θvr = 1.4θc µ*❛❞ ✐% ♦❜(❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐%(*✐❜✉(✐♦♥ ❤❛% (❛✐❧ %(*❡(❝❤❡❞ (♦
(❤❡ ❜❡♥❞ %✐❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐% ♣*♦❞✉❝❡❞ ❜② ♣❛*(✐❝❧❡% ❝❛♣(✉*❡❞ ✐♥(♦ (❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ *❡❣✐♠❡

✐♥ (❤❡ (❛♥❣❡♥❝② ❛*❡❛✳ ❙♦♠❡ ♣❛*( ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ❝❛♣(✉*❡❞ ♣❛*(✐❝❧❡% <✉✐❝❦❧② ❧❡❛✈❡% (❤❡

❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ *❡❣✐♠❡ ❞✉❡ (♦ (❤❡ %❛♠❡ ♠✉❧(✐♣❧❡ %❝❛((❡*✐♥❣ ❜✉( ♦(❤❡*% ♣❛%% ❜② (❤❡

❜❡♥( ❝❤❛♥♥❡❧% ✉♣ (♦ (❤❡ ❝*②%(❛❧ ❡①✐(✳ ❚❤❡ ❱❘ ❡✣❝✐❡♥❝② Pvr ✐% (❤❡ ❜❡❛♠ ♣❛*(

%❤✐❢(✐♥❣ ❛% ❛ ✇❤♦❧❡ ✇✐(❤ (❤❡ ❞❡✢❡❝(✐♦♥ ❛♥❣❧❡% θx < θb = θvr + 3σvr ✱ ✇❤❡*❡ θb ✐%

(❤❡ ❜♦✉♥❞❛*② ❜❡(✇❡❡♥ (❤❡ *❡✢❡❝(❡❞ ❜❡❛♠ ❛♥❞ ♣❛*(✐❝❧❡% ✈♦❧✉♠❡ ❝❛♣(✉*❡❞ ✐♥(♦ (❤❡

❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ %(❛(❡%✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ (❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❝❛♣(✉*❡❞ ❜❡❛♠ ♣❛*( ❞❡(❡*♠✐♥❡% (❤❡

✷✹



❱❘ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ǫin,vr = 1 − Pvr✳

▼✉❧#✐ ❱♦❧✉♠❡ ❘❡✢❡❝#✐♦♥ ✐♥ ▼✉❧#✐✲❈/②1#❛❧1

❚❤❡ ❞❡✢❡❝-✐♦♥ ❛♥❣❧❡2 ♦❢ ♣❛5-✐❝❧❡2 ❞✉❡ -♦ ✈♦❧✉♠❡ 5❡✢❡❝-✐♦♥ ❛5❡ ❝♦♠♣❛5❛-✐✈❡❧② 2♠❛❧❧

✇✐-❤ 5❡2♣❡❝- -♦ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣✱ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡2 ❡✈❡♥ 2♠❛❧❧❡5 ❛- ❤✐❣❤❡5 ❡♥❡5❣✐❡2✳ ❆ ♣♦2✲

2✐❜✐❧✐-② -♦ ✐♥❝5❡❛2❡ -❤❡ ♣❛5-✐❝❧❡ ❞❡✢❡❝-✐♦♥ ❛♥❣❧❡2 ✉2✐♥❣ -❤❡ 2❡>✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❢❡✇ 2❤♦5-

❜❡♥- ❝5②2-❛❧2 ✇♦5❦✐♥❣ ✐♥ -❤❡ 5❡❣✐♠❡ ♦❢ ❱❘ ❤❛2 ❜❡❡♥ 2-✉❞✐❡❞ 5❡❝❡♥-❧② ❬✷✽✱ ✺✹✱ ✺✺❪✳

❚❤❡ 2❡>✉❡♥❝❡2 ♦❢ -✇♦ ❛♥❞ ✜✈❡ >✉❛2✐✲♠♦2❛✐❝ ❝5②2-❛❧2 ❛♥❞ -❤❡ ♠✉❧-✐✲2-5✐♣2 ❥♦✐♥- ❜② ❛

2✐♥❣❧❡ ❢5❛♠❡ ✇❡5❡ ✉2❡❞ ✐♥ -❤❡2❡ 2-✉❞✐❡2✱ 5❡2♣❡❝-✐✈❡❧②✳ ■- ✇❛2 2❤♦✇♥ -❤❛- -❤❡ ❜❡❛♠

❞❡✢❡❝-✐♦♥ ❛♥❣❧❡2 ✐♥❝5❡❛2❡ ♣5♦♣♦5-✐♦♥❛❧❧② -♦ -❤❡ ♥✉♠❜❡5 ♦❢ -❤❡ 2❡>✉❡♥❝❡ ❝5②2-❛❧2✳

❚❤❡ ❜❡❛♠ ❞❡✢❡❝-✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ❜② -❤❡ ❝5②2-❛❧ 2❡>✉❡♥❝❡ 2❤♦✉❧❞ ❞❡❝5❡❛2❡ ✇✐-❤

✐♥❝5❡❛2✐♥❣ -❤❡ ♥✉♠❜❡5 ♦❢ 5❡✢❡❝-✐♦♥2 ❜❡❝❛✉2❡ ♦❢ -❤❡ ❜❡❛♠ ❢5❛❝-✐♦♥2 ✈♦❧✉♠❡ ❝❛♣-✉5❡❞

✐♥-♦ -❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ 2-❛-❡2 ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ -❤❡ ❝5②2-❛❧2✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠ ❞❡✢❡❝-✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②

❞✉❡ -♦ ♠✉❧-✐♣❧❡ ✈♦❧✉♠❡ 5❡✢❡❝-✐♦♥2 ✭▼❱❘✮ ✐♥ N ❝5②2-❛❧2 ❝❛♥ ❜❡ ❡2-✐♠❛-❡❞ ✐♥ -❤❡

✜52- ♦5❞❡5 ❛♣♣5♦①✐♠❛-✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥- ❡✈❡♥-2 ❛2

Pmr(N) = PN
vr = (1 − ǫvr,in)N ≈ 1 − Nǫvr,in ✭✶✳✸✸✮

❍♦✇❡✈❡5✱ -❤❡ ♠❡❛2✉5❡❞ ❞❡✢❡❝-✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐2 ❤✐❣❤❡5✳ ❋✐❣✳ ✶✳✶✶ ❤❡❧♣2 -♦

✉♥❞❡52-❛♥❞ -❤❡ 2✐-✉❛-✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠ ♣❛5- ♠❛5❦❡❞ ✶✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛2 ♦♥❧② ❝♦♥2✐❞❡5❡❞

❢♦5 -❤❡ ❡2-✐♠❛-❡ ✭✶✮✱ ♠❛❦❡2 -✇♦ 2✉❜2❡>✉❡♥- 5❡✢❡❝-✐♦♥2 ✇✐-❤ -❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❣❧❡ θvr

♣❛22✐♥❣ -✇♦ ❜❡♥- ❝5②2-❛❧2 ❛♥❞ ♦❜-❛✐♥2 -❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡✢❡❝-✐♦♥ ❛♥❣❧❡ 2θvr✳ ❆ 2♠❛❧❧❡5

❜❡❛♠ ♣❛5- ✷ ✐2 ✈♦❧✉♠❡ ❝❛♣-✉5❡❞ ✐♥ -❤❡ ✜52- ❝5②2-❛❧ ❜✉- ❤❛2 ❛ -❛♥❣❡♥❝② ♣♦✐♥- ✇✐-❤

-❤❡ ❜❡♥- ♣❧❛♥❡2 ✐♥ -❤❡ 2❡❝♦♥❞ ❝5②2-❛❧✳ ❍❡5❡ ♠❛♥② ♦❢ -❤❡ ♣❛5-✐❝❧❡2 ✷ ❛5❡ 5❡✢❡❝-❡❞

♦❜-❛✐♥✐♥❣ -❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡✢❡❝-✐♦♥ ❛♥❣❧❡ θvr✳ ❙♦✱ ♣❛5-✐❝❧❡2 ✈♦❧✉♠❡ ❝❛♣-✉5❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢

-❤❡ 2❡>✉❡♥❝❡ ❝5②2-❛❧2 ❛❧2♦ ♣❛5-✐❝✐♣❛-❡ ✐♥ -❤❡ ♠✉❧-✐♣❧❡ ✈♦❧✉♠❡ 5❡✢❡❝-✐♦♥ ❜✉- -❤❡②

♦❜-❛✐♥ ❛ 2♠❛❧❧❡5 ❞❡✢❡❝-✐♦♥✳

✷✺





❈❤❛♣$❡& ✷

❋❛❜&✐❝❛$✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ ♦❢ ❝&②2$❛❧2
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❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡ ✭❘❇❙✲❝✮✳ ❙✉❝❤ %❡❝❤♥✐C✉❡"✱ ✇❡❧❧ ❡"%❛❜❧✐"❤❡❞ ❢♦( %❤❡ ❞❡%❡(♠✐♥❛%✐♦♥

♦❢ ❝(②"%❛❧❧✐♥❡ C✉❛❧✐%②✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤%❡❞ %❤❡ ❛❜"❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥② ❧❛%%✐❝❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❞✉❝❡❞ %♦ %❤❡

"✐❧✐❝♦♥ ✇❛❢❡(✱ ❞❡♠♦♥"%(❛%✐♥❣ %❤❡ ♣♦""✐❜✐❧✐%② %♦ ❛♣♣❧② ▼❘❋ ♣♦❧✐"❤✐♥❣ %♦ ❞❡❧✐❝❛%❡

"✉❜"%(❛%❡" ❛" "✐❧✐❝♦♥ ✇❛❢❡(" ❛(❡✳

✸✸



✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✷✳✻✿ ❍✐❣❤ $❡&♦❧✉*✐♦♥ ①✲$❛② ❞✐✛$❛❝*✐♦♥ $♦❝❦✐♥❣ ❝✉$✈❡ ✭❛✮ ❛♥❞ ❘✉*❤❡$❢♦$❞ ❜❛❝❦

&❝❛**❡$✐♥❣ ✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡ ✭❘❇❙✲❝✮ $❡&♣❡❝*✐✈❡❧② ♦♥ ❛ ❙✐❧✐❝♦♥ ▼❘❋ *$❡❛*❡❞ &✉$❢❛❝❡

❛♥❞ ♦♥ ❛ $❡❢❡$❡♥❝❡ &✉$❢❛❝❡✳ ◆♦*✐❝❡❛❜❧❡ ❞✐✛❡$❡♥❝❡& ❛$❡ ♥♦* ♦❜&❡$✈❡❞✱ *❤✉& ▼❘❋ ❞♦❡& ♥♦*

✐♥❞✉❝❡ ❛♥② ❧❛**✐❝❡ ❞❛♠❛❣❡ *♦ &✐❧✐❝♦♥✳ ❈♦✉$*❡&② ♦❢ ❉✳ ❉❡ ❙❛❧✈❛❞♦$✳

▼✐"❝✉% ✜♥❡ ♠❡❛"✉+❡♠❡♥% ✇✐%❤ ❛✉%♦❝♦❧❧✐♠❛%♦+ ❚♦ "✉♣♣%❡"" '❤❡ "②"'❡♠❛'✐❝

❡%%♦% ❞✉❡ '♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣❧❛②"✱ '❤❡ "❡'✉♣ ❢♦% '❤❡ ♠✐"❝✉' ♠❡❛"✉%❡♠❡♥' ✇❛" ✐♠♣%♦✈❡❞

❜② ✐♥'%♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❝✉"'♦♠ ❛✉'♦❝♦❧❧✐♠❛'♦%✳ ❆♥ ❛✉'♦❝♦❧❧✐♠❛'♦% ✐" ❛♥ ♦♣'✐❝❛❧ ✐♥"'%✉✲

♠❡♥' '❤❛' ✐" ✉"❡❞ '♦ ♠❡❛"✉%❡ "♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡" ✇✐'❤ ✈❡%② ❤✐❣❤ "❡♥"✐'✐✈✐'②✳ ❆" "✉❝❤✱ '❤❡

❛✉'♦❝♦❧❧✐♠❛'♦% ❤❛" ❛ ✇✐❞❡ ✈❛%✐❡'② ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥" ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣%❡❝✐"✐♦♥ ❛❧✐❣♥♠❡♥'✱

❞❡'❡❝'✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛% ♠♦✈❡♠❡♥'✱ ✈❡%✐✜❝❛'✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣❧❡ "'❛♥❞❛%❞"✱ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛% ♠♦♥✲

✐'♦%✐♥❣ ♦✈❡% ❧♦♥❣ ♣❡%✐♦❞"✳ ❚❤❡ ❛✉'♦❝♦❧❧✐♠❛'♦% ♣%♦❥❡❝'" ❛ ❜❡❛♠ ♦❢ ❝♦❧❧✐♠❛'❡❞ ❧✐❣❤'✳

❆♥ ❡①'❡%♥❛❧ %❡✢❡❝'♦% %❡✢❡❝'" ❛❧❧ ♦% ♣❛%' ♦❢ '❤❡ ❜❡❛♠ ❜❛❝❦ ✐♥'♦ '❤❡ ✐♥"'%✉♠❡♥'

✇❤❡%❡ '❤❡ ❜❡❛♠ ✐" ❢♦❝✉"❡❞ ❛♥❞ ❞❡'❡❝'❡❞ ❜② ❛ ♣❤♦'♦❞❡'❡❝'♦%✳ ❚❤❡ ❛✉'♦❝♦❧❧✐♠❛'♦%

♠❡❛"✉%❡" '❤❡ ❞❡✈✐❛'✐♦♥ ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ ❡♠✐''❡❞ ❜❡❛♠ ❛♥❞ '❤❡ %❡✢❡❝'❡❞ ❜❡❛♠✳ ❇❡✲

❝❛✉"❡ '❤❡ ❛✉'♦❝♦❧❧✐♠❛'♦% ✉"❡" ❧✐❣❤' '♦ ♠❡❛"✉%❡ ❛♥❣❧❡"✱ ✐' ♥❡✈❡% ❝♦♠❡" ✐♥'♦ ❝♦♥'❛❝'

✇✐'❤ '❤❡ '❡"' "✉%❢❛❝❡✳ ❋♦% '❤❡ ♠✐"❝✉' ♠❡❛"✉%❡♠❡♥'✱ ❛ ❝✉"'♦♠ ❛✉'♦❝♦❧❧✐♠❛'♦% ✇❛"

❞❡"✐❣♥❡❞ ❢♦% ✇♦%❦✐♥❣ ✐♥'♦ '❤❡ ❝❧♦"❡❞ "♣❛❝❡ ♦❢ '❤❡ ❞✐✛%❛❝'♦♠❡'❡%✱ '♦❣❡'❤❡% ✇✐'❤

♣❤②"✐❝❛❧ "✉♣♣♦%'" ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝'✐♦♥"✳ ❉❡"✐❣♥ ❛♥❞ ❝♦♠♠✐""✐♦♥✐♥❣ ♦❢ '❤❡ ✐♥"'%✉♠❡♥'

✇❛" ❞♦♥❡ ❜② ❆✳ ▼❛③③♦❧❛%✐ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦%❛'✐♦♥ ✇✐'❤ ❊✳ ❇❛❣❧✐✱ ✇❤♦ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❞❡❞✐✲

❝❛'❡❞ "♦❢'✇❛%❡✳ ❋♦% ♠✐"❝✉' ♠❡❛"✉%❡♠❡♥'✱ ❝%②"'❛❧ ✐" ♠♦✉♥'❡❞ ♦♥ ❳❘❉ ❛♥❞ ♦%✐❡♥'❡❞

'♦ ❡①❝✐'❡ ❇%❛❣❣ ❞❡✢❡❝'✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✷✳✽✳❛✮✳ ❈%②"'❛❧ ✐" '❤❡♥ %♦'❛'❡❞ ♦❢ ✶✽✵

◦
❛%♦✉♥❞ '❤❡

②✲❛①✐"✳ ❇%❛❣❣ ❞❡✢❡❝'✐♦♥ ✐" ❧♦"' ❞✉❡ ❜♦'❤ '♦ ♠✐"❝✉' ❛♥❞ %♦'❛'✐♦♥❛❧ "'❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

♣❧❛②"✳ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣❧❛②" ❛%❡ '❤❡♥ ❝♦♠♣❡♥"❛'❡❞ ❜② ♠❡❛♥" ♦❢ '❤❡ ❛✉'♦❝♦❧❧✐♠❛'♦%

✭❋✐❣✳ ✷✳✽✳❜✮✳ ❆❢'❡% '❤❛'✱ ❢%♦♠ '❤✐" ♣♦"✐'✐♦♥ ❇%❛❣❣ ❞❡✢❡❝'✐♦♥ ✐" ❢♦✉♥❞ ❛❣❛✐♥✱ ❛♥❞

'❤❡ ♠✐"❝✉' ✇✐'❤ ✐'" "✐❣♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡'❡%♠✐♥❡❞ ✭❋✐❣✳ ✷✳✽✳❝✮✳

✸✹







❈!②#$❛❧❧♦❣!❛♣❤✐❝ ♦!✐❡♥$❛$✐♦♥ ❊$❝❤ !❛$❡ ✭µ♠✴♠✐♥✮

✭✶✵✵✮ ✵✳✼✾✼

✭✶✶✵✮ ✶✳✹✺✺

✭✷✶✶✮ ✶✳✸✶✾

✭✷✷✶✮ ✵✳✼✶✹

✭✸✶✶✮ ✶✳✹✸✻

✭✸✸✶✮ ✶✳✶✻✵

✭✶✶✶✮ ✵✳✵✵✺

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❊!❝❤ $❛!❡ ❢♦$ ❞✐✛❡$❡♥! -✐❧✐❝♦♥ ♣❧❛♥❡- ✐♥ ✸✵% ❑❖❍ ❛! ✼✵

◦
❈ ❬✼✽❪✳ ❆♥✐-♦!$♦♣✐❝

❡!❝❤✐♥❣ ✐♥ ❑❖❍ ✐- ♣♦--✐❜❧❡ -✐♥❝❡ ✭✶✶✵✮ ♣❧❛♥❡- ❛$❡ ❡!❝❤✐♥❣ ♠✉❝❤ ❢❛-!❡$ !❤❛♥ ✭✶✶✶✮ ♣❧❛♥❡-✳

♣♦#✐$✐✈❡✲♣❤♦$♦!❡#✐#$ ❧❛②❡! ✇❛# #♣✉♥ ♦♥$♦ $❤❡ $♦♣ #✉!❢❛❝❡ ♦❢ $❤❡ ✇❛❢❡!✳ ❚❤❡ ♠❛#❦✐♥❣

♣❛$$❡!♥ ❝♦♥$❛✐♥✐♥❣ $❤❡ #❤❛♣❡ ♦❢ $❤❡ #$!✐♣# ✇❛# ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐$❤ $❤❡ ✇❛❢❡!✬# ✢❛$✳ ❇②

❡①♣♦#✐♥❣ $❤❡ ♠❛#❦❡❞ ♣❤♦$♦!❡#✐#$ $♦ ❯❱✲❧✐❣❤$ ❛♥❞ $❤❡♥ $!❡❛$✐♥❣ ✐$ ✇✐$❤ ❛ ❞❡✈❡❧♦♣❡!

#♦❧✉$✐♦♥✱ $❤❡ ♣❤♦$♦!❡#✐#$ ✇❛# #❡❧❡❝$✐✈❡❧② !❡♠♦✈❡❞✳ ❚❤❡ ✉♥❝♦✈❡!❡❞ #✐❧✐❝♦♥ ♥✐$!✐❞❡ ❛!✲

❡❛# ✇❡!❡ $❤❡♥ !❡♠♦✈❡❞ ✇✐$❤ ❛ ✼✿✶ ◆❍4❋✲❍❋ ♠✐①$✉!❡ ❬✼✾❪✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ✉♥❝♦✈❡!❡❞ #✐❧✐❝♦♥

❛!❡❛#✳ ❚❤❡ !❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❤♦$♦!❡#✐#$ ✇❛# $❤❡♥ ❝♦♠♣❧❡$❡❧② !❡♠♦✈❡❞✳ ❚❤❡ ✇❛❢❡! ✇❛#

✐♠♠❡!#❡❞ ✐♥ ❑❖❍ #♦❧✉$✐♦♥ ✭✹✵% ✇❡✐❣❤$ ❝♦♥❝❡♥$!❛$✐♦♥✮ ✇✐$❤ $❤❡ ❙✐3◆4 ♣❛$$❡!♥ ❛#

❛ ♠❛#❦✐♥❣ ❧❛②❡! ❛♥❞ ❦❡♣$ ❛$ ✼✵

◦
❈ ✉♥$✐❧ $❤❡ ❤♦❧❡# ✐♥ $❤❡ ✉♥❝♦✈❡!❡❞ !❡❣✐♦♥# ♦♥ $❤❡

✇❛❢❡! ✇❡!❡ ❝♦♠♣❧❡$❡❞✳ ❋♦! $❤❡ ❡①♣❡!✐♠❡♥$❛❧ ♣❛!❛♠❡$❡!# ♦❢ $❤❡ #♦❧✉$✐♦♥ ✇❡ ❝❤♦#❡✱

$❤❡ ❡$❝❤ !❛$❡ ♦❢ ✭✶✶✶✮ ♣❧❛♥❡# ✐# ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✇✐$❤ !❡#♣❡❝$ $♦ $❤❡ ✭✶✶✵✮ ♣❧❛♥❡# #♦ $❤❛$

❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡!♦#✐♦♥ ♣!♦❝❡❡❞# ❛# ❞❡♣✐❝$❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✵✳ ❚❤❡ ♣!♦$❡❝$✐♥❣ ❧❛②❡! ♦❢ ❙✐ 3◆4 ✐#

✜♥❛❧❧② !❡♠♦✈❡❞ ❢!♦♠ ❧❛$❡!❛❧ #✉!❢❛❝❡# ✉#✐♥❣ ❍❋ ✹✾%✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ❛ ✇❛❢❡! ✇✐$❤ !❡❣✉❧❛!❧②
❡X✉✐✲#❤❛♣❡❞ !❡❝$❛♥❣✉❧❛! #❧♦$#✳ ❚❤❡♥✱ $❤❡ ✇❛❢❡! ❝❛♥ ❜❡ ❝✉$ ✐♥ #✉❝❤ ❛ ✇❛② $♦ ❛❝❤✐❡✈❡

❡✐$❤❡! ❛ ❜❛$❝❤ ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$ #$!✐♣# ✭❋✐❣✳✷✳✶✶❝✮ ♦! ❛ !✐❣✐❞ ❢!❛♠❡ ✐♥$❡!❝♦♥♥❡❝$✐♥❣ ❛

#❡!✐❡# ♦❢ !❡❣✉❧❛!❧② ♣♦#✐$✐♦♥❡❞ #$!✐♣# ✭❋✐❣✳ ✷✳✶✶❜✮✳ ❋✐!#$ #$!✐♣# ♣!♦❞✉❝❡❞ ✇✐$❤ $❤✐#

♠❡$❤♦❞ ✇❡!❡ #✐③❡❞ ❛# ✭✵✳✺✲✷✮ ♠♠ ✐♥ $❤❡ ❜❡❛♠ ❞✐!❡❝$✐♦♥✱ ✭✵✳✸✲✵✳✺✮ ♠♠ ✐♥ $❤❡ ❤♦!✲

✐③♦♥$❛❧ $!❛♥#✈❡!#❡ ❞✐!❡❝$✐♦♥ ✭❝♦!!❡#♣♦♥❞✐♥❣ $♦ $❤❡ $❤✐❝❦♥❡## ♦❢ $❤❡ #$❛!$✐♥❣ ✇❛❢❡!✮

❛♥❞ ✼✵ ♠♠ ✐♥ $❤❡ ✈❡!$✐❝❛❧ $!❛♥#✈❡!#❡ ❞✐!❡❝$✐♦♥ ✭✐✳❡✳ $❤❡ ❞✐!❡❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♣!✐♥❝✐♣❛❧

❜❡♥❞✐♥❣✮✳ ❙$!✐♣ ❞✐♠❡♥#✐♦♥ ✇❡!❡ $✉♥❡❞ $♦ ♠❛$❝❤ $❤❡ !❡X✉✐!❡♠❡♥$# ❢♦! ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥

✐♥ $❤❡ ❈❊❘◆ ❙[❙ ❡①$❡!♥❛❧ ❧✐♥❡#✱ !❡#♣❡❝$✐✈❡❧② ❍✽✱ ✇❤✐❝❤ ♦♣❡!❛$❡# ✇✐$❤ ✹✵✵ ●❡❱

♣!♦$♦♥# ❬✽✵❪✱ ❛♥❞ ❍✹✱ ✇❤✐❝❤ ♦♣❡!❛$❡# ✇✐$❤ ✶✷✵✲✶✺✵ ●❡❱ ♥❡❣❛$✐✈❡ ♣❛!$✐❝❧❡# ❬✹✵❪✳

❚❤❡ ♦$❤❡! ❣❡♦♠❡$!② ✇❛# #$✉❞✐❡❞ $♦ ❡①❝✐$❡ ♠✉❧$✐♣❧❡ ✈♦❧✉♠❡ !❡✢❡❝$✐♦♥ ❛# ❛ !❡#✉❧$

♦❢ ❞❡✢❡❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♣❛!$✐❝❧❡# ✇✐$❤ ❡❛❝❤ #$!✐♣ ❬✺✹❪✳ ▼♦!❡ !❡❝❡♥$❧②✱ $❤❛♥❦# $♦ ♥❡✇❧②✲

❞❡#✐❣♥❡❞ ❤♦❧❞❡!#✱ $❤❡ ❧♦♥❣❡#$ ❞✐♠❡♥#✐♦♥ ♦❢ #$!✐♣# ✇❛# !❡❞✉❝❡❞ ❢!♦♠ ✼✵ ♠♠ $♦ ✺✺

♠♠✱ $❤✉# ❛❧❧♦✇✐♥❣ $❤❡ ✉#❛❣❡ ♦❢ ✹ ✐♥❝❤❡# #$❛!$✐♥❣ ✇❛❢❡!#✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❝❤✐♥❡❞

♠♦!❡ ❡❛#✐❧② ✇✐$❤ !❡#♣❡❝$ $♦ ✻ ✐♥❝❤❡# ✇❛❢❡!#✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣$❤ ♦❢ $❤❡ #$!✐♣ ❛❧♦♥❣ $❤❡ ❜❡❛♠

✇❛# #✐③❡❞ ❛❧#♦ $♦ ♦$❤❡! ❞✐✛❡!❡♥$ ❧❡♥❣$❤✱ ❢♦! ✐♥#$❛♥❝❡ ✹ ♠♠ ❢♦! $❤❡ ▲❍❈✳ ❙✐♠✐❧❛!❧②✱

#♣❛❝✐♥❣ ❛♥❞ $❤✐❝❦♥❡## ♦❢ ♠✉❧$✐✲#$!✐♣ ❝!②#$❛❧# ✈❛!✐❡# ✐♥ $❤❡ !❛♥❣❡ ✵✳✺ $♦ ✷ ♠♠✳ ▼♦!❡
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✾✿ ❋❛❜#✐❝❛&✐♦♥ ♦❢ ❝#②+&❛❧+ ❢♦# ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ✭♥♦& &♦ ❛ +❝❛❧❡✮ ❬✻✺❪✿ ✭❛✮ ❞❡♣♦+✐&✐♦♥ ♦❢

❛ ✉♥✐❢♦#♠ ✶✵✵✲♥♠ &❤✐❝❦ ❙✐3◆4 ❧❛②❡#✱ ✭❜✮ ♣❛&&❡#✐♥❣ ♦❢ ❙✐3◆4✱ ✭❝✮ ❛♥✐+♦&#♦♣✐❝ ❑❖❍ ❡&❝❤✐♥❣

❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞✐❝✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ❡✐&❤❡# &❤❡ ❞❛+❤❡❞ ❧✐♥❡ &♦ #❡❧❡❛+❡ ❛ +❡#✐❡+ ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥&

+&#✐♣✲❧✐❦❡ ❝#②+&❛❧+ ♦# &❤❡ +♦❧✐❞ ❧✐♥❡ &♦ ♠❛♥✉❢❛❝&✉#❡ ❛ ♠✉❧&✐✲+&#✐♣ ❝#②+&❛❧ ✇✐&❤ ❛ ❢#❛♠❡✱ ✭❞✱

❡✮ ✜♥❛❧ #❡♠♦✈❛❧ ♦❢ &❤❡ ❙✐3◆4 ✜❧♠✳ ▼❛+❦✐♥❣ ❜② ❑❖❍ #❡+✐+&❛♥& ❙✐3◆4 &❤✐♥ ✜❧♠ ♣❛&&❡#♥❡❞

♦♥&♦ &❤❡ +✉#❢❛❝❡+ ♦❢ &❤❡ ❙✐ ❝#②+&❛❧ ❛❧❧♦✇+ ❢❛❜#✐❝❛&✐♦♥ ♦❢ #❛&❤❡# ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡&#✐❡+✳

❣❡♥❡#❛❧❧②✱ (❤❡ ♣❛((❡#♥ ♦❢ (❤❡ ♣❤♦(♦❧✐(❤♦❣#❛♣❤✐❝ ♠❛0❦ ❡♥❛❜❧❡0 (❤❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥( ♦❢ ❛

0(#✐♣ ✇✐(❤ ❛♥② 0✐③❡ ♦❢ ♠♦#❡ ❝♦♠♣❧❡① 0(#✉❝(✉#❡0 (❤❛( ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❞✐❝✐♥❣ (❤❡

✇❛❢❡# ♣❛#❛❧❧❡❧ ♦# ♣❡#♣❡♥❞✐❝✉❧❛#❧② (♦ (❤❡ ❧❛((✐❝❡ ❞✐#❡❝(✐♦♥0✳

✷✳✷ ❙#$✐♣✲❧✐❦❡ ❝$②-#❛❧- ❜❡♥❞✐♥❣

❊❧❛0(✐❝ 0(#✐♣0 ♦# (❛♣❡0 ✭✇✐#❡0✮ ❛#❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉0❡❞ ✐♥ ✐♥❞✉0(#✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥0✳ ❲❤❡♥

0✉❝❤ 0(#✐♣0 ❛#❡ ❜❡♥(✱ (❤❡ ❧♦♥❣✐(✉❞✐♥❛❧ 0(#❛✐♥0✱ ✇❤✐❝❤ ❛#❡ ♣✉#♣♦0❡❧② ✐♥❞✉❝❡❞✱ ❛#❡

❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❧❛(❡#❛❧ 0(#❛✐♥0 ✐♥ (❤❡ ✇✐❞(❤ ❞✐#❡❝(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ 0(#✐♣✳ ❆0 ❛ #❡0✉❧(✱ (❤❡

0(#✐♣ (❛❦❡0 (❤❡ 0❤❛♣❡ ♦❢ ❛ 0❛❞❞❧❡✱ ✐✳❡✳✱ ✐( ❜❡♥❞0 (♦ ❛ 0✉#❢❛❝❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ (❤❡ (✇♦ ♣#✐♥❝✐♣❛❧

❝✉#✈❛(✉#❡0 ❛#❡ ♦♣♣♦0✐(❡ ✐♥ 0✐❣♥✳ ❚❤✐0 ❡✛❡❝( ✐0 #❡❢❡##❡❞ (♦ ❛0 ❛♥(✐❝❧❛0(✐❝ ❞❡❢♦#♠❛(✐♦♥

✭❆❉✮✳ ❋♦# ❛♥ ❛♠♦#♣❤♦✉0 ♠❛(❡#✐❛❧✱ ✐❢ (❤❡ ❧♦♥❣✐(✉❞✐♥❛❧ #❛❞✐✉0 ♦❢ ❝✉#✈❛(✉#❡✱ ✐✳❡✳

(❤❡ ♣#✐♠❛#② #❛❞✐✉0 ♦❢ ❝✉#✈❛(✉#❡✱ R ✐♥(♦ ✇❤✐❝❤ (❤❡ 0(#✐♣ ✐0 ❜❡✐♥❣ ❜❡♥(✱ ✐0 ❧❛#❣❡✱

(❤❡ ❝#♦00 0❡❝(✐♦♥ ✐0 ❢♦✉♥❞ (♦ ❞❡❢♦#♠ (♦ ❛♥ ❛#❝ ♦❢ ❛ ❝✐#❝❧❡ ✇✐(❤ 0❡❝♦♥❞❛#② #❛❞✐✉0

RA ❂ R/v✱ ✇❤❡#❡ v ✐0 D♦✐00♦♥✬0 #❛(✐♦ ❬✽✶❪✳ ❚❤✉0✱ ❛❧(❤♦✉❣❤ (❤❡ ❡①(❡♥( ♦❢ ❆❉ ✐0

♥♦( ❧❛#❣❡✱ ✐( ♠❛② ❝❛✉0❡ ♣#❛❝(✐❝❛❧ ❞✐✣❝✉❧(✐❡0✳ ❆0 ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ (❤❡ ❡❞❣❡0 ♦❢ (❤❡

♠❛❣♥❡(✐❝ (❛♣❡0 ✉0❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣✉(❡# ❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥0 ❛#❡ ❢♦✉♥❞ (♦ ✇❡❛# ❜❡❝❛✉0❡ ♦❢ ✐(✳

❙✐♠✐❧❛# ❞✐✣❝✉❧(✐❡0 ❛#❡ ❡♥❝♦✉♥(❡#❡❞ ✐♥ (❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♦❢ (❤❡ ❧♦♥❣ ♠❡(❛❧❧✐❝ ♣❧❛(❡0 ✉0❡❞
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✵✿ ❙❝❤❡♠❛&✐❝ ✈✐❡✇ ♦❢ ❢❛❜-✐❝❛&✐♦♥ ♦❢ ❛ /✐❧✐❝♦♥ ❝-②/&❛❧ ✈✐❛ ❛♥✐/♦&-♦♣✐❝ ❡&❝❤✐♥❣✿

✭❛✮ /❛♠♣❧❡ ❛❢&❡- ♣❛&&❡-♥✐♥❣ ✇✐&❤ ❙✐3◆4 ✭❞❛-❦ -❡❣✐♦♥/✮ ❛♥❞ ♣-✐♦- &♦ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛&&❛❝❦❀

✭❜✮ &❤❡ ✉♥♠❛/❦❡❞ ❛-❡❛/ ✉♥❞❡-❣♦ ❡&❝❤✐♥❣ ❛❧♦♥❣ &❤❡ ❁✶✶✵❃ ❞✐-❡❝&✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡

❡-♦/✐♦♥ ♦❝❝✉-/ ❛❧♦♥❣ &❤❡ ❁✶✶✶❃ ❞✐-❡❝&✐♦♥✳ A-♦♣❡- &✐♠✐♥❣ ❛❧❧♦✇/ ♦♥❡ &♦ ♠❛❦❡ ❝♦♥&-♦❧❧❡❞

✐♥❞❡♥&❛&✐♦♥/ ♦- ❝♦♠♣❧❡&❡ ❝✉& ♦❢ &❤❡ /❛♠♣❧❡✳ ❆❞❛♣&❡❞ ❢-♦♠ ❘❡❢✳ ❬✻✺❪✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✶✿ ❋-♦♠ ❧❡❢& &♦ -✐❣❤&✿ ❛ ✹✑ /✐❧✐❝♦♥ ✇❛❢❡- ✇✐&❤ ❢✉❧❧ ♣❛//✐♥❣ ❤♦❧❡/ -❡❛❧✐③❡❞

❜② ❛♥✐/♦&-♦♣✐❝ ❡&❝❤✐♥❣ ✭❛✮✳ ❆ /✐❧✐❝♦♥ ♠✉❧&✐/&-✐♣ ✭❜✮ ❛♥❞ /✐❧✐❝♦♥ /&-✐♣/ ✭❝✮ ♦❜&❛✐♥❡❞ ❜②

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞✐❝✐♥❣ ♦❢ &❤❡ ✇❛❢❡-✳ ❆❞❛♣&❡❞ ❢-♦♠ ❘❡❢✳ ❬✻✺❪✳

 ♦ ❢♦#♠  ❤❡ ❛❞❥✉+ ❛❜❧❡ ✇♦#❦✐♥❣ +❡❝ ✐♦♥+ ♦❢ ✇✐♥❞  ✉♥♥❡❧+✳ ❚❤❡ ❝♦♥+❡6✉❡♥ ❆❉ ♦❢

 ❤❡ ♣❧❛ ❡+ ✐+ ❢♦✉♥❞  ♦ ✐♥ ❡#❢❡#❡ ✇✐ ❤  ❤❡ ❛✐# ✢♦✇✳ ❆❧ ❤♦✉❣❤ ♣♦++✐❜❧❡ #❡♠❡❞✐❡+  ♦

❝♦✉♥ ❡#❛❝ ❛♥ ✐❝❧❛+ ✐❝ ❞❡❢♦#♠❛ ✐♦♥ ❞♦ ❡①✐+ ✱ ❡✳❣✳ ❜② ♣#♦♣❡#  ❛♣❡#✐♥❣ ♦❢  ❤❡ ❡❞❣❡+

♦♥  ❤❡ ❝♦♥❝❛✈❡ +✐❞❡+ ♦❢  ❤❡  ❛♣❡+ ♦# ♣❧❛ ❡+✱  ❤❡#❡ ❛#❡ ❛♣♣❧✐❝❛ ✐♦♥+ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❆❉

✐+ ❞❡+✐#❛❜❧❡✳ ❆ +✐❣♥✐✜❝❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐+ ♣❛# ✐❝❧❡✲❜❡❛♠ + ❡❡#✐♥❣  ❤#♦✉❣❤ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣

✐♥ ❛ ❝#②+ ❛❧✳ ❆+ ♦♥❡ ♠✐❣❤ ❡①♣❡❝ ✱ ❆❉ ♦❢ ❛♥ ❛♥✐+♦ #♦♣✐❝ ♠❛ ❡#✐❛❧✱ ❛+ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦#

❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❡①♣❡#✐♠❡♥ +✱ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞  ♦ +✐❣♥✐✜❝❛♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢  ❤❡ ❝✉#✈❛ ✉#❡ #❛ ✐♦

R/RA ♦♥  ❤❡ ❝❤♦+❡♥ ❝#②+ ❛❧❧♦❣#❛♣❤✐❝ ❞✐#❡❝ ✐♦♥✳

✷✳✷✳✶ ❆♥%✐❝❧❛*%✐❝ ❞❡❢♦/♠❛%✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ❛♥✐*♦%/♦♣✐❝ ♠❛%❡/✐❛❧

■ ❤❡#❡ #❡♣♦# +♦♠❡ ❝♦♥❝❡♣ + ♦❢ ❛♥ ✐❝❧❛+ ✐❝ ❞❡❢♦#♠❛ ✐♦♥ ✐♥ ❛ ✐+♦ #♦♣✐❝ ♠❛ ❡#✐❛❧  ❤❛ 

❛#❡ ♥❡❝❡++❛#② ❢♦# ✉♥❞❡#+ ❛♥❞✐♥❣ ❢✉# ❤❡# ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✳ ❆  ②♣✐❝❛❧ + #✐♣ ❝#②+ ❛❧+ ✐+

✼✵×✷×✵✳✺ ♠♠

3
✇✐❞❡ ✭+❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✶✷✮✳ ❚❤❡#❡❜②✱  ❤❡ +❤❛♣❡ ♦❢  ❤❡ ❝#②+ ❛❧ ✐+ +✉❝❤

✸✾



❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✷✿ ❙❦❡#❝❤ ♦❢ ❛ ❜❡♥# +✐❧✐❝♦♥ +#.✐♣ ❢♦. ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❡①♣❡.✐♠❡♥#+ ❬✽✷❪✳ ❆♥#✐❝❧❛+#✐❝

❞❡❢♦.♠❛#✐♦♥ ✇✐#❤ .❛❞✐✉+ RA ❛.✐+❡+ ❛+ ❛ .❡+✉❧# ♦❢ ♣.✐♠❛.② ❜❡♥❞✐♥❣ ✇✐#❤ .❛❞✐✉+ R✳ ◗✉♦#❡+
❛.❡ ❡①♣.❡++❡❞ ✐♥ ♠♠ ❛♥❞ .❡♣.❡+❡♥# #②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡+ ❢♦. ❤✐❣❤✲❡♥❡.❣② ❡①♣❡.✐♠❡♥#+✳ ✭❜✮ ❈.♦++✲

+❡❝#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❝.②+#❛❧❀ #❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♣❛.#✐❝❧❡+ ❛.❡ ❝❛♣#✉.❡❞ ❜② #❤❡ ♣♦#❡♥#✐❛❧ ♦❢ ❛#♦♠✐❝

♣❧❛♥❡+ ❛♥❞ #❤❡ ❜❡❛♠ ✐+ ❜❡✐♥❣ ❞❡✢❡❝#❡❞✳

 ❤❛  ❤❡  ❤❡♦%② ♦❢ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❛♠ ❝❛♥ ❜❡ ✇♦%❦❡❞ ♦✉ ❡① ❡♥3✐✈❡❧②✳

❈%②3 ❛❧❧✐♥❡ 3✐❧✐❝♦♥ ❡①❤✐❜✐ 3 ❋❛❝❡✲❈❡♥ ❡%❡❞ ❈✉❜✐❝ ✭❋❈❈✮ 3②♠♠❡ %② ❛♥❞ ❞✐❛✲

♠♦♥❞ ❧❛  ✐❝❡ ✇✐ ❤ ❡❛❝❤ ❛ ♦♠ ♦♥  ❤❡ ❝❡♥ %❡ ♦❢ ❛  ❡ %❛❤❡❞%♦♥ ✇✐ ❤ ❢♦✉% ♥❡❛%❡3 ✲

♥❡✐❣❤❜♦✉% ❛ ♦♠3 ❛  ❤❡ ❢♦✉% ✈❡% ❡①❡3✳ ❚❤❡%❡❜②✱ ❨♦✉♥❣✬3 ♠♦❞✉❧✉3 ❛♥❞ @♦✐33♦♥✬3

%❛ ✐♦ ❛%❡ ❞✐%❡❝ ✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥ ❬✽✸❪✳ ❆3 ❢♦% ❛♥② ❋❈❈ 3②♠♠❡ %②✱  ❤❡ ❡❧❛3 ✐❝ ♣%♦♣✲

❡% ✐❡3 ❛%❡ ❝♦♠♣❧❡ ❡❧② ❝❤❛%❛❝ ❡%✐③❡❞ ❜② ♦♥❧② ✸ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥ ❝♦♥3 ❛♥ 3✳ ❋♦% ❙✐✱  ❤❡

❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ♠❛ %✐①✱ ❙✱ %❡❢❡%%❡❞  ♦  ❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❜❛3❡ ❁❡❃ ❂ { ❁✶✵✵❃✱ ❁✵✶✵❃✱

❁✵✵✶❃}✱ ✇❤❡%❡ ❁✶✵✵❃✱ ❁✵✶✵❃✱ ❁✵✵✶❃ ❛%❡ ♠❛✐♥ ❝%②3 ❛❧❧✐♥❡ ❛①❡3 ♦❢  ❤❡ ❝✉❜✐❝ ❝❡❧❧✱

 ❛❦❡3  ❤❡ ❢♦%♠ ♦❢ ❊O✳ ✷✳✸✳

❙

<e> =

















7.678 −2.144 −2.144 0 0 0
7.678 −2.144 0 0 0

7.678 0 0 0
12.531 0 0

Sym 12.531 0
12.531

















× 10−3MPa ✭✷✳✸✮

■♥ ❝❤❛♥♥❡❧❧✐♥❣ ❡①♣❡%✐♠❡♥ 3✱  ❤❡ ❝%②3 ❛❧ ✐3 ❜❡♥  ♦ ❛ %❡❧❛ ✐✈❡❧② ♠♦❞❡3 ❝✉%✈❛✲

 ✉%❡✳ ❚❤❡ ♣%✐♠❛%② ❞❡❢♦%♠❛ ✐♦♥ ✐3 ✐♠♣❛% ❡❞ ❛  ❤❡ ❡❞❣❡3 ♦❢  ❤❡ 3 %✐♣  ❤%♦✉❣❤ ❛

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ♠♦♠❡♥ M ❜② ❝❧❛♠♣✐♥❣ ♦♥ ♦ ❛ %✐❣✐❞ ❤♦❧❞❡% ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡

❞❡3❝%✐❜❡❞ ❧❛ ❡%✳ ❙✉❝❤ ❛ 3②3 ❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛3 ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉3 ❛♥❞ ❛♥✐3♦ %♦♣✐❝

✹✵



❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✸✿ ❙❝❤❡♠❛&✐❝ (❡♣(❡*❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ ❜❡♥❞✐♥❣ ♦❢ ❛ ❜❡❛♠ ♦❢ ❧❡♥❣&❤ l ✉♥❞❡( &❤❡ ❛❝&✐♦♥
♦❢ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ♠♦♠❡♥&* ❛♣♣❧✐❡❞ ❛& ✐&* ❡♥❞* ❬✽✷❪✳

❜❛" ✉♥❞❡" ✐♥✜♥✐)❡*✐♠❛❧ ❞❡❢♦"♠❛)✐♦♥* ❛♥❞ *♠❛❧❧ ❞✐*♣❧❛❝❡♠❡♥)✳ ❚❤❡ *)"✐♣ ✐* *✉♣✲

♣♦")❡❞ ❛) ✐)* ❡♥❞* ❜② ❦✐♥❡♠❛)✐❝* ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♥)"❛)❡❞ ❣✉✐❞❡*✱ ❛♥❞ ❜❡♥) ❜② ❛ ♣♦✐♥)✲❧✐❦❡

❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❢♦"❝❡* ❛) ✐)* ❡❞❣❡*✱ ❛* *❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✸✳ ❚❤❡ ❞✐*♣❧❛❝❡♠❡♥) ♦❢ )❤❡ *)"✐♣

❛❧♦♥❣ ② ❞✐"❡❝)✐♦♥ v(x, y, z) ✐* ❣✐✈❡♥ ❜② ❡?✉❛)✐♦♥ ✷✳✹✱ ❢"♦♠ ❘❡❢✳ ❬✽✹❪✿

v(x, y, z) =
1

2a13R
[−a13x

2 + a23y
2 + a33(lz − z2) − a35xz] ✭✷✳✹✮

✇❤❡"❡ aij ❛"❡ )❤❡ 6×6 ❝♦❡✣❝✐❡♥)* ♦❢ ❙

<❡>
✳ I"❡*❡♥❝❡ ♦❢ )❤❡ z2

)❡"♠ ✐* "❡❧❛)❡❞

)♦ )❤❡ ✐♠♣♦*❡❞ ♣"✐♥❝✐♣❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ✇❤✐❧❡ )❤❡ x2
)❡"♠ *❤♦✇* )❤❛) x− y ❝"♦** *❡❝)✐♦♥

✐* ❞❡❢♦"♠❡❞ ❛* ❛ ♣❛"❛❜♦❧❛✱ ❣✐✈✐♥❣ "✐*❡ )♦ ❛♥)✐❝❧❛*)✐❝ ❜❡♥❞✐♥❣✱ ✇❤♦*❡ ♠❛❣♥✐)✉❞❡ ✐*

❧✐♥❡❛"❧② ♣"♦♣♦")✐♦♥❛❧ )♦ )❤❡ ✐♠♣♦*❡❞ ❜❡♥❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠♦*) ❞✐"❡❝)❧② ♦❜*❡"✈❛❜❧❡ ♣❤②*✲

✐❝❛❧ ?✉❛♥)✐)② ✐* )❤❡ ♣"✐♥❝✐♣❛❧ ❝✉"✈❛)✉"❡ ✇❤✐❧❡ ❛♥)✐❝❧❛*)✐❝ ❞❡❢♦"♠❛)✐♦♥ ✐* ?✉❛♥)✐✜❡❞

❜② )❤❡ *❡❝♦♥❞❛"② ❝✉"✈❛)✉"❡✳ ❚❤✉*✱ )❤❡ "❛)✐♦ RA✴R ❞❡)❡"♠✐♥❡* )❤❡ ❡①)❡♥) ♦❢ ❛♥)✐✲

❝❧❛*)✐❝ ❞❡❢♦"♠❛)✐♦♥ ✐♥ ❞✐♠❡♥*✐♦♥❧❡** ✉♥✐)*✳ ❉✐✛❡"❡♥)❧② ❢"♦♠ )❤❡ ❝❛*❡ ♦❢ ❛♥ ✐*♦)"♦♣✐❝

♠❛)❡"✐❛❧✱ )❤❡ "❛)✐♦ ❜❡)✇❡❡♥ ❛♥)✐❝❧❛*)✐❝ ❛♥❞ ♣"✐♥❝✐♣❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣* ✐* ❞❡)❡"♠✐♥❡❞ ❜② )❤❡

)✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥)* ♦❢ )❤❡ ❡❧❛*)✐❝ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ )❡♥*♦"✳ ❋♦" ♦✉" ❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥*✱ )❤❡ "❡❣✐♦♥

♦❢ ✐♥)❡"❡*) ✐* )❤❡ ❝❡♥)"❛❧ ♣❛") ♦❢ )❤❡ ❝"②*)❛❧ *♦ )❤❛) RA/R ✐* ❝❛❧❝✉❧❛)❡❞ ❛) ①❂✵✱

②❂✵✱ ③❂❧✴✷✱ )❤✉* ❜❡✐♥❣ ❡①♣"❡**❡❞ ❜② ❊?✳ ✷✳✺✿

RA

R
= −a33

a13

✭✷✳✺✮

■) *❤♦✉❧❞ ❜❡ "❡♠❛"❦❡❞ )❤❛) a33 ❝❛♥♥♦) ✈❛♥✐*❤❀ )❤❡"❡❜② ✐) ✐* ✐♠♣♦**✐❜❧❡ )♦ ✜♥❞

❛ ❜❡♥) *✐❧✐❝♦♥ ❝"②*)❛❧ ✇✐)❤♦✉) ❛♥)✐❝❧❛*)✐❝ ❞❡❢♦"♠❛)✐♦♥✳ ▼♦"❡♦✈❡"✱ R ❛♥❞ RA ❤❛✈❡

♦♣♣♦*✐)❡ *✐❣♥*✱ ✐✳❡✳✱ )❤❡ ❝"②*)❛❧ )❛❦❡* )❤❡ *❤❛♣❡ ♦❢ ❛ *❛❞❞❧❡✳ ■) *❤♦✉❧❞ ❜❡ "❡♠❛"❦❡❞

)❤❛) ❊?✳ ✷✳✹ ❤♦❧❞* ❢♦" ❝"②*)❛❧* ♥❛""♦✇ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥ )❤❡ ✇✐❞)❤ ❞✐"❡❝)✐♦♥ *✉❝❤ )♦ ❞❡✈❡❧♦♣

❛ ♣❧❛✐♥ *)"❡** "❡❣✐♠❡✳ ■♥ ❢❛❝)✱ ❜② ✐♥❝"❡❛*✐♥❣ )❤❡ ❝"②*)❛❧ ✇✐❞)❤ b✱ )❤❡ *②*)❡♠ )❡♥❞*

)♦ ❜❡❤❛✈❡ ❧✐❦❡ ❛ ♣❧❛)❡ ✉♥❞❡" ♣❧❛✐♥ *)"❛✐♥ ❝♦♥❞✐)✐♦♥✱ )❤✉* ♣"❡✈❡♥)✐♥❣ ❛♥)✐❝❧❛*)✐❝

❞❡❢♦"♠❛)✐♦♥ ❬✽✺❪✳ ❆* "❡♣♦")❡❞ ✐♥ ❬✽✺✕✽✼❪✱ ❛♥ ❡*)✐♠❛)♦" ♦❢ )❤✐* ❜❡❤❛✈✐♦✉" ✐* )❤❡

✏❙❡❛"❧❡ ♣❛"❛♠❡)❡"✑ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊?✳ ✷✳✻✿

✹✶



β =
b2

Rt
✭✷✳✻✮

✇❤❡(❡ t ✐* ❝(②*-❛❧ -❤✐❝❦♥❡**✳ ■❢ β < 1✱ ❛♥-✐❝❧❛*-✐❝ ❜❡♥❞✐♥❣ ❛(✐*❡* ♦♥ -❤❡ ✇❤♦❧❡

❝(②*-❛❧ ✇✐❞-❤ ✭❜❡❛♠✲❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉(✮✳ ❈♦♥✈❡(*❡❧②✱ ✐❢ β ≫ 1✱ ❛♥-✐❝❧❛*-✐❝ ❜❡♥❞✐♥❣

(❡*✉❧-* -♦ ❜❡ ❝♦♥✜♥❡❞ ♦♥❧② ✐♥ -❤❡ ❡①-❡(♥❛❧ (❡❣✐♦♥* ♦❢ -❤❡ ❝(②*-❛❧ ✭♣❧❛-❡ ❧✐❦❡ ❜❡✲
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✭❋❊▼✮ +✐♠✉❧❛"✐♦♥+ ❜❛+❡❞ ♦♥ ❙❚❘❆❯❙✼ +♦❢"✇❛)❡ ✭)❡❧❡❛+❡ ✷✳✸✳✸✮ ✇❡)❡ ✇♦)❦❡❞ ♦✉"

✹✸



❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✻✿ ▼❡"❤ ♦❢ ❛ ❙✐ ")*✐♣ ♠♦✉♥)❡❞ ♦♥ )❤❡ ❤♦❧❞❡* ❥❛✇" ❢♦* ❋✐♥✐)❡ ❊❧❡♠❡♥) ▼♦❞❡

"✐♠✉❧❛)✐♦♥" ✭❜✮✳ ❚❤❡ ")*✐♣ ✭2 × 0.5 × 70mm3
✮ ✇❛" "✐♠✉❧❛)❡❞ ❜② ✺✷✽✲❜*✐❝❦ ❡❧❡♠❡♥)"✱

✇❤❡*❡❛" ✸✻✹✾✻ ❜*✐❝❦" ❡❧❡♠❡♥)" ♠♦❞❡❧ )❤❡ ❤♦❧❞❡* "✉♣♣♦*)" ❬✽✷❪✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✼✿ ❘❛)✐♦ ⑤RA/R⑤ ❛" ❢✉♥❝)✐♦♥ ♦❢ θ ✭❢♦* ✐)" ❞❡✜♥✐)✐♦♥ "❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✶✹✮✳ ❊①♣❡*✐✲
♠❡♥)❛❧ ❞❛)❛ ❛*❡ ❝♦♠♣❛*❡❞ ✇✐)❤ ❋❊▼ "✐♠✉❧❛)✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐)❤ )❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✜❣✉*❡ "❤♦✇"

)❤❛) )❤❡ *❛)✐♦ ⑤RA/R⑤ ✐" ❞✐*❡❝)✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥) ❛" ❡①♣❡❝)❡❞ ❢*♦♠ ❛ ❝*②")❛❧ ❬✽✷❪✳

❝♦♥#✐❞❡'✐♥❣ )❤❡ ❣❡♦♠❡)'② ♦❢ )❤❡ ❤♦❧❞❡' ✭#❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✶✻✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐# '♦✉)✐♥❡❧② ✉#❡❞ ✐♥

❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❡①♣❡'✐♠❡♥)✳

✷✳✷✳✷ ❍♦❧❞❡'( ❢♦' (*'✐♣( ❛♥❞ ♠✉❧*✐(*'✐♣(

■♥ ♦'❞❡' )♦ ✐♠♣❛') )♦ )❤❡ ❝'②#)❛❧ )❤❡ ❞❡#✐'❡❞ ❜❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ )♦ ❦❡❡♣ ✐) ✐♥ ♣♦#✐)✐♦♥

✇✐)❤ '❡#♣❡❝) )♦ )❤❡ ❜❡❛♠✱ #♣❡❝✐❛❧ ❤♦❧❞❡'# ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡#✐❣♥❡❞✳ ❚✇♦ ❞✐✛❡'❡♥) ❦✐♥❞

♦❢ ❤♦❧❞❡'# ✇❡'❡ '❡❛❧✐③❡❞ )♦ ❜❡♥❞ #✐♥❣❧❡ #)'✐♣ ❝'②#)❛❧# ♦' ♠✉❧)✐✲#)'✐♣ ❝'②#)❛❧#✳

❍♦❧❞❡% ❢♦% '(%✐♣ ❝%②'(❛❧' ❚❤❡ ❤♦❧❞❡'# )♦ ❜❡♥❞ #✐♥❣❧❡ #)'✐♣ ❝'②#)❛❧# ✇❡'❡ ✐♥✐)✐❛❧❧②

❞❡#✐❣♥❡❞ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦'❛)✐♦♥ ✇✐)❤ )❤❡ ❘✉##✐❛♥ ■♥#)✐)✉)❡ ❢♦' ❍✐❣❤ ❊♥❡'❣② G❤②#✐❝# ■❍❊G✱

❛♥❞ ❛'❡ ❜❛#❡❞ ♦♥ ❞❡❢♦'♠❛)✐♦♥ ❝♦♥)'♦❧ )❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❙✐♥❝❡ ✷✵✵✼ ❤♦❧❞❡'# ❢♦' #)'✐♣#
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θ ✭❞❡❣✮ RA/R ✭♠❡❛'✉)❡❞✮ RA/R ✭*❤❡♦)❡*✐❝❛❧✮ RA/R ✭❋❊▼✮

✵ ✲✸✳✺✷ ✲✸✳✺✾ ✲✸✳✺✽

✶✺ ✲✸✳✾✽ ✲✹✳✵✵ ✲✹✳✵✵

✸✺✳✷✻ ✲✻✳✸✶ ✲✻✳✷✵ ✲✻✳✶✺

✹✺ ✲✻✳✽✷ ✲✻✳✽✵ ✲✻✳✼✸

✻✵ ✲✹✳✼✷ ✲✹✳✼✵ ✲✹✳✻✼

✼✺ ✲✸✳✶✻ ✲✸✳✶✺ ✲✸✳✶✹

✾✵ ✲✷✳✼✺ ✲✷✳✼✻ ✲✷✳✼✺

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❘❛"✐♦ ❜❡"✇❡❡♥ ❛♥"✐❝❧❛+"✐❝ ❛♥❞ ♣.✐♥❝✐♣❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ .❛❞✐✐ ❛+ ❛ ❢✉♥❝"✐♦♥ ♦❢ θ✿
❝♦♠♣❛.✐+♦♥ ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡♦.❡"✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ♠❡❛+✉.❡♠❡♥"+ ❛♥❞ ❋❊▼ +✐♠✉❧❛"✐♦♥+ ❬✽✷❪✳

❛♥❞ ♠✉❧*✐✲'*)✐♣ ❝)②'*❛❧' ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡'✐❣♥❡❞ ✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✇♦)❦'❤♦♣ ♦❢ ♣❤②'✐❝'

❞❡♣❛)*♠❡♥* ❛♥❞ ■◆❋◆ ♦❢ ❋❡))❛)❛ ❯♥✐✈❡)'✐*②✳ ❆❝*✐♥❣ ♦♥ *❤❡ ❜♦❧*' ❤✐❣❤❧✐❣❤*❡❞ ✐♥

)❡❞ ✐♥ ❋✐❣ ✷✳✶✽ *❤❡ ❤♦❧❞❡) ✐' ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② ❞❡❢♦)♠❡❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛❞❥✉'*♠❡♥* ♦❢ *❤❡

)❡❧❛*✐✈❡ ❞✐'*❛♥❝❡ ♦❢ *❤❡ '✉)❢❛❝❡' ♦✈❡) ✇❤✐❝❤ ❝)②'*❛❧ ❧❡❛♥ ♦♥✳ ❆❞❥✉'*✐♥❣ *❤❡ ❞✐'*❛♥❝❡

❜❡*✇❡❡♥ '✉❝❤ '✉)❢❛❝❡' ✐* ✐' ♣♦''✐❜❧❡ *♦ ❛❞❥✉'* *❤❡ ♠❛✐♥ ❝)②'*❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ )❛❞✐✉'✱

❛♥❞ ❦❡❡♣✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ *❤❡ ❡①♣❡❝*❡❞ )❛*✐♦ ❜❡*✇❡❡♥ ❛♥*✐❝❧❛'*✐❝ ❛♥❞ ♠❛✐♥ ❜❡♥❞✐♥❣

)❛❞✐✉' ✐* ✐' ♣♦''✐❜❧❡ *♦ ♦❜*❛✐♥ *❤❡ ✇❛♥*❡❞ ❞❡✢❡❝*✐♦♥ ❛♥❣❧❡✳ ❙✉❝❤ '❝❤❡♠❡ ♣)♦✈✐❞❡'

✢❡①✐❜✐❧✐*② ❢♦) ❜❡♥❞✐♥❣ *❤♦✉❣❤✱ ♦♥ *❤❡ ♦*❤❡) ❤❛♥❞✱ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ '*)❛✐♥ ❞✉❡ *♦ ❤♦❧❞❡)

❞❡❢♦)♠❛*✐♦♥ ♣)♦♣❛❣❛*❡' *❤)♦✉❣❤ *❤❡ ❤♦❧❞❡) ❛♥❞ ❛❧*❡)' ♣❧❛♥❛)✐*② ❛♥❞ ♣❛)❛❧❧❡❧✐'♠ ♦❢

'✉)❢❛❝❡' ✇❤❡)❡ ❝)②'*❛❧ ❧❡❛♥ ♦♥ ✐♥❞✉❝✐♥❣ *♦)'✐♦♥ ♦♥ *❤❡ ❝)②'*❛❧✳ ■♥ ♦)❞❡) *♦ ❝♦))❡❝*

❢♦) *♦)'✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝*' ❛ '❝)❡✇ ✭❤✐❣❤❧✐❣❤*❡❞ ✐♥ ❣)❡❡♥✮ ✐' ✉'❡❞✳ ❙✉❝❤ '❝)❡✇✲❜❛'❡❞ *♦)'✐♦♥

❝♦♠♣❡♥'❛*✐♦♥ '②'*❡♠ ❞❡♠♦♥'*)❛*❡❞ *♦ ❜❡ ✈❡)② ❡✛❡❝*✐✈❡✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ *♦ ♦❜*❛✐♥ *♦)'✐♦♥'

♦❢ ❧❡'' *❤❛♥ ✶µ)❛❞✴♠♠✳

❙*❛*❡✲♦❢✲*❤❡ ❛)* *❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐' )❡♣)❡'❡♥*❡❞ ❜② *❤❡ ❤♦❧❞❡)' ✉'❡❞ *♦ ❜❡♥❞ ❛ ✹ ♠♠

'*)✐♣ ❢♦) ▲❍❈ ❝♦❧❧✐♠❛*✐♦♥✳ ❚❤❡ ❤♦❧❞❡) ✉'❡❞ *♦ ❜❡♥❞ *❤❡ ❝)②'*❛❧ '❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✾

✐' ❝♦♠♣♦'❡❞ ♦❢ ❛ *♦*❛❧ ♦❢ ✶✹ ♣❛)*'✱ ✐✳❡✳✿

❼ ✶ ✏♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥*✑✱ ♠❛❞❡ ♦❢ ❚✐*❛♥✐✉♠ ❣)❛❞❡ ❱ ♠❛♥✉❢❛❝*✉)❡❞ ❜② ✏❈✐♥❡❧ ✲

■♥'*)✉♠❡♥*' ❢♦) ❘❡'❡❛)❝❤ ❛♥❞ ■♥❞✉'*)②✑ ✐♥ ▼❛② ✷✵✶✺ ❜② ♠❡❛♥' ♦❢ ♠✐❧❧✐♥❣ ❛♥❞

❛♥❞ ❡❧❡❝*)♦✲❞✐'❝❤❛)❣❡ ♠❛❝❤✐♥✐♥❣ ♦♣❡)❛*✐♦♥'✳ ❇❡*✇❡❡♥ ♠✐❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❡❧❡❝*)♦✲

❞✐'❝❤❛)❣❡ ♠❛❝❤✐♥✐♥❣ *❤❡ ♣❛)* ✇❛' '✉❜❥❡❝* *♦ ❛ *❤❡)♠❛❧ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ✐♥ ♦)❞❡)

*♦ )❡❧❡❛'❡ *❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ '*)❡'' ❣❡♥❡)❛*❡❞ ✐♥ *❤❡ ✜)'* ♦♣❡)❛*✐♦♥ ✭'❡❡ *❛❜❧❡

✷✳✷✵ ❢♦) ♠♦)❡ ❞❡*❛✐❧'✮✳ ❚❤❡)♠❛❧ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ✇❛' ❝♦♥❞✉❝*❡❞ ♦♥ ▼❛② ✹*❤ ✷✵✶✺✱

✇❤✐❧❡ ❡❧❡❝*)♦✲❞✐'❝❤❛)❣❡ ♠❛❝❤✐♥✐♥❣ ✇❛' ❝♦♥❞✉❝*❡❞ ♦♥ ▼❛② ✻*❤ ✷✵✶✺✳ ❚✐*❛♥✐✉♠

❣)❛❞❡ ❱ ✇❛' '✉♣♣❧✐❡❞ ❜② ✏❙*✉♣✐♥♦ ❚✐*❛♥✐✉♠ ❈♦♠♣❛♥②✑❀

❼ ✻ ❞♦✇❡❧ ♣✐♥'✱ ❞✐❛♠❡*❡) ✷✲❍✼ ♠♠✱ ♠❛❞❡ ♦❢ ❚✐*❛♥✐✉♠ ❣)❛❞❡ ❱✱ ♣)♦✈✐❞❡❞ ❜②

✏❈✐♥❡❧ ✲ ■♥'*)✉♠❡♥*' ❢♦) ❘❡'❡❛)❝❤ ❛♥❞ ■♥❞✉'*)②✑ ♦♥ ▼❛② ✷✵✶✺✳ ❚❤♦'❡ ♣❛)*'

✇❡)❡ ♠❛♥✉❢❛❝*✉)❡❞ ❜② ♠❛♥' ♦❢ *✉)♥✐♥❣ ♦♣❡)❛*✐♦♥'✳ ❚✐*❛♥✐✉♠ ❣)❛❞❡ ❱ ✇❛'

'✉♣♣❧✐❡❞ ❜② ✏❙*✉♣✐♥♦ ❚✐*❛♥✐✉♠ ❈♦♠♣❛♥②✑❀
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✽✿ ❇❡♥❞✐♥❣ ❤♦❧❞❡) ❢♦) +,)✐♣ ❝)②+,❛❧+✳ ▼❡❝❤❛♥✐+♠+ ❢♦) ❜❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ,♦)+✐♦♥

❛❞❥✉+,♠❡♥, ❛)❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤,❡❞ ✐♥ ,❤❡ ✜❣✉)❡ ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ,❤❡ ,❡①,✳

❼ ✶ !❤#❡❛❞❡❞ ❜❛# ▼✺①✵✳✷✺✱ ♠❛❞❡ ♦❢ ❚✐!❛♥✐✉♠ ❣#❛❞❡ ❱ ❛♥❞ ♠❛♥✉❢❛❝!✉#❡❞ ❜②

!❤❡ ❝♦♠♣❛♥② !❤❡ ✏❇✐♦♠❡❝❝❛♥✐❝❛ ❙#❧✑ ✐♥ ❆♣#✐❧ ✷✵✶✺ ❜② ♠❡❛♥A ♦❢ !✉#♥✐♥❣ ♦♣✲
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✐% ❧❛✐❞✳ ❋♦'  ❤❡ ♣'♦ ♦ ②♣❡ ❞❡%❝'✐❜❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✽✽❪✱ ❛ ✶✳✺ µ♠ ♣❧❛♥❛'✐ ② ✹✑ %✐❧✐❝♦♥ ✇❛❢❡'

✇❛% ✉%❡❞ ❛% ❛ % ❛' ✐♥❣ ♠❛ ❡'✐❛❧✱ ❛♥❞ ✇❡'❡  ❤❡♥ ✇❛% ❜'♦✉❣❤  ♦ ✸✵✵ ♥♠ ♣❧❛♥❛'✐ ②

♦✈❡' ❛'❡❛% ♦❢ ✾×✷✼♠♠

2
❜② ♠❡❛♥% ♦❢ ♣♦❧✐%❤✐♥❣ ♦♣❡'❛ ✐♦♥%✳ ❚❤❡ ♠✉❧ ✐✲❝'②% ❛❧ ✇❛%

✐♥%❡' ❡❞ ❛♥❞ ❢❛% ❡♥❡❞ ✐♥ ♦  ❤❡ ❤♦❧❞❡' ❢♦' ❜❡♥❞✐♥❣ ✭❙❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✷✶❝✮✳

✷✳✷✳✸ ❈❤❛&❛❝(❡&✐③❛(✐♦♥ ♠❡(❤♦❞0

■♥ ♦'❞❡'  ♦ ♠❛♥✉❢❛❝ ✉'❡ ❛♥❞ ❜❡♥❞ ❛ ❝'②% ❛❧ ✇✐ ❤  ❤❡ ❞❡%✐'❡❞ ♣❛'❛♠❡ ❡'% ✭❜❡♥❞✐♥❣

'❛❞✐✉%✱  ♦'%✐♦♥✱ ❡❝❝✮✱ ❛ ❝'✉❝✐❛❧ ✐♠♣♦' ❛♥❝❡ ✐% ❣✐✈❡♥ ❜② ❝❤❛'❛❝ ❡'✐③❛ ✐♦♥ ♠❡ ❤♦❞%✱

✇❤✐❝❤ ✇❡'❡ ♣❡'❢♦'♠❡❞ ✇✐ ❤ ✐♥% '✉♠❡♥ % ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛ ❙❙▲ ❋❡''❛'❛✳

❚❤❡ ♥❡✇❡% ♠❡❛%✉'❡♠❡♥ ✐♥% '✉♠❡♥ ✐%  ❤❡ ❋❖●❆▲❊ ❚✲▼❆V ■❘ %❤♦✇♥ ✐♥
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◆❚✶✶✵✵ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛1 ❙❙▲✳

 !❡♣ ✳ ❚✇♦ ❞✐✛❡+❡♥! !❡❝❤♥✐/✉❡ ✱ +❡ ♣❡❝!✐✈❡❧② ♥❛♠❡❞ ♦♣!✐❝❛❧ ♣❤❛ ❡✲ ❤✐❢!✐♥❣ ✭+❡❢❡++❡❞

❛ ;❙■ ♠♦❞❡✮ ❛♥❞ ✇❤✐!❡ ❧✐❣❤! ✈❡+!✐❝❛❧  ❝❛♥♥✐♥❣ ✐♥!❡+❢❡+♦♠❡!+② ✭❱❙■ ♠♦❞❡✮ ❛❧❧♦✇ 

❛ ✇✐❞❡ +❛♥❣❡ ♦❢ ♠♦+♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡❛ ✉+❡♠❡♥! ✱ ❢+♦♠  ✉❜✲♥❛♥♦♠❡!❡+ +♦✉❣❤♥❡  !♦

♠✐❧❧✐♠❡!❡+✲❤✐❣❤  !❡♣ ✳ ❚❤❡ ;❙■ ♠♦❞❡ ✉ ❡ +❡❞ ❧✐❣❤!✱ ❤❛ ✶ µ♠ ♦❢ ❤♦+✐③♦♥!❛❧✲ ❛♥❞

✶ ♥♠ ♦❢ ✈❡+!✐❝❛❧✲ +❡ ♦❧✉!✐♦♥ ❛♥❞ ✐ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♠❡❛ ✉+✐♥❣ ❛ +♦✉❣❤♥❡  ✉♣ !♦ ✶✻✵ µ♠✱

✇❤✐❧❡ !❤❡ ❱❙■ ♠♦❞❡ ✉ ❡ ✇❤✐!❡ ❧✐❣❤!✱ ❤❛ ❛ ✈❡+!✐❝❛❧ +❡ ♦❧✉!✐♦♥ ♦❢ ✶ µ♠ ❛♥❞ ❝❛♥

❜❡ ✉ ❡❞ !♦ ❝❤❛+❛❝!❡+✐③❡  ✉+❢❛❝❡ ✇✐!❤ ❛ +♦✉❣❤♥❡  ✉♣ !♦ ✷ ♠♠✳ ❋♦+  !+✐♣ ❝+② !❛❧ ✱

!❤❡ ❡✛❡❝!✐✈❡ ❞❡❢♦+♠❛!✐♦♥ ✐♠♣❛+!❡❞ ❜② !❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ❤♦❧❞❡+ ❝❛♥ ❜❡ ❡ !✐♠❛!❡❞ ✇✐!❤

!❤❡ ♣+♦❝❡❞✉+❡  ❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✹✳ ■♥ ♠♦+❡ ❞❡!❛✐❧ ✱  !+✐♣  ✉❢❛❝❡ ✐ ♠❡❛ ✉+❡❞ ❜❡❢♦+❡

✭❋✐❣✳ ✷✳✷✹✭❛✮✮ ❛♥❞ ❛❢!❡+ ✭❋✐❣✳ ✷✳✷✹✭❜✮✮ ❜❡♥❞✐♥❣✳ ❚❤❡  ✉❜ !+❛❝!✐♦♥ ❣✐✈❡ ❛ ♠❛♣

♦❢ !❤❡ ❡✛❡❝!✐✈❡ ❞❡❢♦+♠❛!✐♦♥ ✭ ❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✷✹✭❝✮ ❛♥❞ ✷✳✷✹✭❞✮✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉ ❡❞ !♦

❡ !✐♠❛!❡ ❜❡♥! ❝+② !❛❧ ❣❡♦♠❡!+✐❝❛❧ ♣❛+❛♠❡!❡+  ✉❝❤ ❛ ♣+✐♥❝✐♣❛❧✲ ❛♥❞ ❛♥!✐❝❧❛ !✐❝✲

❜❡♥❞✐♥❣ +❛❞✐✉ ❛♥❞ !♦+ ✐♦♥✳ ❖♥❝❡ ❞♦♥❡ !❤❛!✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❡❧② ❛❞❥✉ ! ♣+✐♥❝✐♣❛❧ ❜❡♥❞✲

✐♥❣ ❛♥❞✱ ✐♥ !✉+♥✱ ❛♥!✐❝❧❛ !✐❝ ❜❡♥❞✐♥❣✱ ❛ ✇❡❧❧ ❛ +❡❞✉❝✐♥❣ ✉♥✇❛♥!❡❞ !♦+ ✐♦♥✱ ❛♥❞

!❤❡♥ ♠❡❛ ✉+❡ ❛❣❛✐♥ !❤❡ ❞❡❢♦+♠❛!✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡ ♦♣❡+❛!✐♦♥ ❛+❡ +❡♣❡❛!❡❞ ❢❡✇ !✐♠❡ ✱ ✉♥✲

!✐❧ !❤❡ ❞❡ ✐+❡❞ ❞❡❢♦+♠❛!✐♦♥ ✐ ♦❜!❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥!❡+❢❡+♦♠❡!+✐❝ ❝❤❛+❛❝!❡+✐③❛!✐♦♥ ❣✐✈❡ 

❛ +❡ ✉❧! ✇✐!❤ ❛♥ ✉♥❝❡+!❛✐♥!② ❡ !✐♠❛!❡❞ !♦ ❜❡ ❛+♦✉♥❞ ✺✲✶✵ % ❢♦+ !②♣✐❝❛❧ ♣+✐♥❝✐♣❛❧

❜❡♥❞✐♥❣ +❛❞✐✉ ❡ ✱ ✇❤✐❝❤ ❛+❡ ♦❢ !❤❡ ♦+❞❡+ ♦❢ ✶ ÷ ✶✵ ♠✱ ❛♥❞ !♦+ ✐♦♥ ✇✐!❤ ❛ ♣+❡❝✐ ✐♦♥

❜❡❧♦✇ ✶✵ µ+❛❞✴♠♠✳

❆❢!❡+ !❤❡  ✉+❢❛❝❡ ❛♥❛❧② ✐ ✱ ❜❡♥! ❝+② !❛❧ ❛+❡ ❝❤❛+❛❝!❡+✐③❡❞ ❜② ♠❡❛♥ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤✲

+❡ ♦❧✉!✐♦♥ ❳✲+❛② ❞✐✛+❛❝!♦♠❡!❡+ ✭;❛♥❛❧②!✐❝❛❧ ❳✬;❊❘❚

3
▼❘❉ ✭❳▲✮✮✳ ❆ ✽ ❦❡❱ ❳✲

+❛② ❜❡❛♠ ✐ ❞❡❧✐✈❡+❡❞ ❜② ❛ !✉❜❡ ✇✐!❤ ❈✉ !❛+❣❡! !❤+♦✉❣❤ ❛ ●♦❡❜❡❧ ♠✐++♦+ ❬✽✾❪

✺✵



✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷✹✿ ❉❡"❡#♠✐♥❛"✐♦♥ ♦❢ *"#✐♣ ❝#②*"❛❧ ❞❡❢♦#♠❛"✐♦♥ ❜② ♠❡❛♥* ♦❢ ✐♥"❡#❢❡#♦♠❡"#✐❝

❝❤❛#❛❝"❡#✐③❛"✐♦♥ ♦❢ ❝#②*"❛❧ *✉#❢❛❝❡ ✇✐"❤ ❲❨❑❖ ◆❚✶✶✵✵ ✐♥ =❙■ ♠♦❞❡✿ *✉#❢❛❝❡ ♦❢ ✉♥❜❡♥"

*"#✐♣ ✭❛✮✱ *✉#❢❛❝❡ ♦❢ ❜❡♥" *"#✐♣ ✭❜✮✱ ❡✛❡❝"✐✈❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ✭❝✮ ♦❜"❛✐♥❡❞ ❛* ❞✐✛❡#❡♥❝❡ ❜❡"✇❡❡♥

✭❜✮ ❛♥❞ ✭❛✮✱ ❛♥❞ ❛ ✸❉ #❡♣#❡*❡♥"❛"✐♦♥ ♦❢ ❡✛❡❝"✐✈❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ✭❞✮✳

❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❢♦✉* ❜♦✉♥❝❤ ❇❛*/❡❧0 ❣❡*♠❛♥✐✉♠ ♠♦♥♦❝❤*♦♠❛/♦* ❬✾✵❪✳ ❚❤❡ 0❛♠♣❧❡ ✐0

♠♦✉♥/❡❞ ♦♥/♦ ❛ ▼❘❉ ❝*❛❞❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐0 ♠♦✈❡❞ ❜② /❤❡ ❤✐❣❤✲*❡0♦❧✉/✐♦♥ ❳✬C❡*/ C❘❖

❣♦♥✐♦♠❡/❡*✳ ❚❤✐0 0②0/❡♠ ❝♦♠❜✐♥❡0 ❛❧❧ /❤❡ ❢✉♥❝/✐♦♥❛❧✐/② ♦❢ ❛♥ ♦♣❡♥ ❊✉❧❡*✐❛♥ ❝*❛❞❧❡

✇✐/❤ /*❛♥0❧❛/✐♦♥0 ✐♥ ①✲✱ ②✲ ❛♥❞ ③✲❞✐*❡❝/✐♦♥0✳ ❚❤❡ ♠♦/♦*✐③❛/✐♦♥ ❛♥❞ ♣*❡❝✐0✐♦♥ ♦❢ ✐/0

✜✈❡ ♠♦✈❡♠❡♥/0 ❡♥0✉*❡ 0❛♠♣❧❡ ♣♦0✐/✐♦♥✐♥❣ ✇✐/❤ ✵✳✵✶ ♠♠ ❛❝❝✉*❛❝② ✐♥ ①✲ ❛♥❞ ②✲

❞✐*❡❝/✐♦♥✱ ✵✳✵✵✵✶ ♠♠ ✐♥ ③ ❞✐*❡❝/✐♦♥✱ ✵✳✵✵✵✶

◦
❢♦* *♦/❛/✐♦♥ ✐♥ /❤❡ ω ❛①✐0 ❛♥❞ ✵✳✵✵✵✶

◦

✐♥ /❤❡ χ ❛①✐0✳

❆0 ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ■ ❤❡*❡ ❞❡0❝*✐❜❡ /❤❡ ♣*♦❝❡❞✉*❡ ♦❢ ❛♥/✐❝❧❛0/✐❝ ❞❡❢♦*♠❛/✐♦♥ ♠❡❛✲

0✉*❡♠❡♥/ ♣*♦❝❡❞✉*❡ 0❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✺✳ ❇❡♥/ 0/*✐♣ ✐0 ♠♦✉♥/❡❞ ♦♥/♦ /❤❡ ❝*❛❞❧❡ ✇✐/❤

❛ ♣✉*♣♦0❡❧② ❞❡0✐❣♥ 0✉♣♣♦*/✱ ❛❧✐❣♥❡❞ ✐♥ ✈❡*/✐❝❛❧ ♣♦0✐/✐♦♥ ❛♥❞ ❝❡♥/❡*❡❞ ✇✐/❤ *❡0♣❡❝/

/♦ /❤❡ ❜❡❛♠ ✐♥ ♦*❞❡*❡❞ /♦ ❡①❝✐/❡ ❜*❛❣❣ *❡✢❡❝/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ✭✶✶✵✮ ♣❧❛♥❡0✳ ❚❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛✲
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❙✐♥❝❡ %❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ♠② ♣❤❉✱ ✇❡ ❢❛❜2✐❝❛%❡❞ ❛♥❞ ❜❡♥% 4❡✈❡2❛❧ 4✐❧✐❝♦♥ 4%2✐♣4✱ ✇✐%❤

❞✐✛❡2❡♥% ❝❤❛2❛❝%❡2✐4%✐❝4✱ ❛❝❝♦2❞✐♥❣ %♦ %❤❡ 4♣❡❝✐✜❝ 2❡9✉✐2❡♠❡♥%4 ♦❢ ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥✳

■ ❤❡2❡ 2❡♣♦2% ❛ ❞❡4❝2✐♣%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ♠♦4% 4✐❣♥✐✜❝❛♥% ♦♥❡4✳

✷✳✸✳✶ ❙%&✐♣ ❝&②+%❛❧+ ❢♦& %❤❡ ❝♦❧❧✐♠❛%✐♦♥ ✐♥ ▲❍❈

❚❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ♦❢ 4%2✐♣ %❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐4 2❡♣2❡4❡♥%❡❞ ❜② %❤❡ ♣2♦%♦%②♣❡4 2❡❛❧✐③❡❞ ❢♦2

%❤❡ ❝♦❧❧✐♠❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ♣2♦%♦♥ ❜❡❛♠ ❝✐2❝✉❧❛%✐♥❣ ✐♥ ▲❍❈✱ ✇❤✐❝❤ ✐4 %❤❡ ❛✐♠ ♦❢ %❤❡

❯❆✾ ❡①♣❡2✐♠❡♥% ❛% ❈❊❘◆✳ ❇❡♥❞✐♥❣ ❤♦❧❞❡2 ✐4 ♠❛❞❡ ♦❢ %✐%❛♥✐✉♠ ❣2❛❞❡ ❱✱ %2❡❛%❡❞

✇✐%❤ ❞❡❞✐❝❛%❡❞ %❤❡2♠❛❧ ❝②❝❧❡4 %♦ 2❡❧❛① 4%2❡44 ❛2✐4✐♥❣ ❞✉❡ %♦ ♠❛❝❤✐♥✐♥❣✱ ❛4 2❡♣♦2%❡❞

✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✷✳✷✳ ❙%❛2%✐♥❣ ✇❛❢❡24 ✇✐%❤ ✭✶✶✵✮✲♦2✐❡♥%❡❞ 4✉2❢❛❝❡ ✇❡2❡ %2❡❛%❡❞ ✇✐%❤ ▼❛❣✲

♥❡%♦2❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✜♥✐4❤✐♥❣✱ ❜❡❢♦2❡ 4❤❛♣✐♥❣ 4%2✐♣4 ✇✐%❤ ❛ %❤✐❝❦♥❡44 ❛❧♦♥❣ %❤❡ ❜❡❛♠

♦❢ ✹ ♠♠✳ ❆❢%❡2 ❜❡♥❞✐♥❣✱ %♦24✐♦♥ ✇❛4 ❛❞❥✉4%❡❞ ✇✐%❤ 4❝2❡✇4 ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❡①%2❡♠❡❧②

❧♦✇ ♣✐%❝❤ ✭✵✳✷ ♠♠✮✳ ❇❡♥❞✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ %♦24✐♦♥ ❝❤❛2❛❝%❡2✐③❛%✐♦♥ ✇❡2❡ ♣❡2❢♦2♠❡❞

❜② ♠❡❛♥4 ♦❢ ✇❤✐%❡ ❧✐❣❤% ✐♥%❡2❢❡2♦♠❡%2② ❛♥❞ ❤✐❣❤✲2❡4♦❧✉%✐♦♥ ❳✲2❛②4 ❞✐✛2❛❝%♦♠❡%❡2✳

❖♥❡ ♦❢ %❤❡♠ ✭❙❚❋✼✺✱ 4❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✷✼✮ ❤❛4 ❜❡❡♥ ✐♥4%❛❧❧❡❞ ✐♥ %❤❡ ▲❍❈ ♣✐♣❡ ✐♥ ❆♣2✐❧

✷✵✶✹✱ %❤❡♥ %❡4%❡❞ ❢♦2 ▲❍❈ ♣2♦%♦♥ ❜❡❛♠ ❝♦❧❧✐♠❛%✐♦♥ ✐♥ ❆✉❣✉4%✲ ❛♥❞ ◆♦✈❡♠❜❡2✲

✷✵✶✺✳ ❆ 4♣❛2❡ ❝2②4%❛❧ ✇✐%❤ %❤❡ 4❛♠❡ ❝❤❛2❛❝%❡2✐4%✐❝4 ✭❙❚❋✼✻✮ ✇❛4 ❛❧4♦ ❝❤❛2❛❝%❡2✲

✐③❡❞ ❛% %❤❡ ❡①%2❛❝%❡❞ ❧✐♥❡4 ❙[❙✲❍✽ ❛% ❈❊❘◆ ✐♥ 4❡✈❡2❛❧ %❡4% ❜❡❛♠4 ✇✐%❤ ✈❛2✐♦✉4

✐♦♥ ❜❡❛♠4✳ ■♥ ✷✵✶✺ ♥❡✇ 4%2✐♣4 ✭❙❚❋✶✵✺ ❛♥❞ ❙❚❋✶✵✻✮ ✇❡2❡ ♠♦✉♥%❡❞ ♦♥%♦ ♥❡✇

❤♦❧❞❡24 ✇✐%❤ ♦♣%✐♠✐③❡❞ %♦24✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ ❛♥❣❧❡✱ ❞❡4♣✐%❡ 4%2✐♣4 ✇❡2❡ ♦❜%❛✐♥❡❞

❢2♦♠ ✇❛❢❡24 ✇❤✐❝❤ ✇❡2❡ ♥♦% %2❡❛%❡❞ ✇✐%❤ ▼❘❋✱ %❤✉4 2❡4✉❧%✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❛2❛%✐✈❡❧②

❤✐❣❤❡2 ♠✉4❝✉%✳ ●❡♦♠❡%2✐❝❛❧ ♣❛2❛♠❡%❡24 ♦❢ %❤❡ %✇♦ 4%2✐♣4 ❛2❡ 4❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✸✳
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✷✼✿  ❤♦#♦ ♦❢ %#&✐♣ ❝&②%#❛❧ ❙❚✼✺ ♠❛♥✉❢❛❝#✉&❡❞ ❛# ❙❙▲ ❋❡&&❛&❛ ❛♥❞ #❡%#❡❞ ✐♥

▲❍❈ ✭❛✮ ❛♥❞ ❞✉&✐♥❣ ✐♥#❡&❢❡&♦♠❡#&✐❝ ❝❤❛&❛❝#❡&✐③❛#✐♦♥ ✭❜✮✳ ▼✐&&♦&% ✇❡&❡ ✐♥%#❛❧❧❡❞ ❢♦& ❧❛%❡&

❛❧✐❣♥♠❡♥#✳

 ❛"❛♠❡%❡" ❊①♣❡❝%❡❞ ❙❚❋✼✺ ❙❚❋✼✻ ❙❚❋✶✵✺ ❙❚❋✶✵✻

❚❤✐❝❦♥❡77 ❛❧♦♥❣ %❤❡ ❜❡❛♠ ✭♠♠✮ ∼✹ ✹✳✶✵±✵✳✵✷ ✹✳✶✵±✵✳✵✷ ✹✳✵✼±✵✳✵✷ ✹✳✵✽±✵✳✵✷
❇❡♥❞✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ✭✐♥%❡"❢❡"♦♠❡%❡"✱ µ"❛❞✮ ∼✺✵ ✺✷±✷ ✺✷±✷ ✺✶±✺ ✹✻±✺

❇❡♥❞✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ✭❳✲"❛②7✱ µ"❛❞✮ ∼✺✵ ✺✶±✶ ✺✸±✶ ✹✾±✸ ✹✶✳✺±✶✳✺
▼✐7❝✉% ✭❳✲"❛②7 ✰ ❛✉%♦❝♦❧❧✐♠❛%♦"✱ µ"❛❞✮ ❁✶✵ ✻±✶ ✻±✶ ✹✵±✹ ✹✵±✹
❚♦"7✐♦♥ ✭✐♥%❡"❢❡"♦♠❡%❡"✱ µ"❛❞✴♠♠✮ ❁✶ ✻±✶ ✻±✶ ❁✷ ❁✷

❚♦"7✐♦♥ ✭❳✲"❛②7✱ µ"❛❞✴♠♠✮ ❁✶ ✻±✶ ✻±✶ ❁✷ ❁✷

❍❡❛%✐♥❣ ❝♦♠♣❛%✐❜✐❧✐%② ❨❡7 ❨❡7 ❨❡7 ❨❡7 ❨❡7

❚❛❜❧❡ ✷✳✸✿  ❛&❛♠❡#❡&% ♦❢ #❤❡ ♣&♦#♦#②♣❡% ✭❙❚✼✺✱ ❙❚✼✻✱ ❙❚❋✶✵✺ ❛♥❞ ❙❚❋✶✵✻✮ ♦❢ %#&✐♣

❝&②%#❛❧% ♣&♦♣♦%❡❞ ❢♦& ▲❍❈ ✐♥%#❛❧❧❛#✐♦♥✳
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✷✽✿  ▲✵✷ ❝%②'(❛❧ ♠♦✉♥(❡❞ ♦♥(♦ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ❤♦❧❞❡%✳

 ❛"❛♠❡%❡"  ▲✵✶  ▲✵✷  ▲✵✷❇

❈❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ✭✶✶✵✮ ✭✶✶✵✮ 4❛♠❡ ♦❢  ▲✵✷

❈❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❛①✐) ❁✶✶✶❃ ❁✶✵✵❃ ✏

❚❤✐❝❦♥❡)) ❛❧♦♥❣ 3❤❡ ❜❡❛♠ ✭♠♠✮ ✷✵✳✵±✵✳✶ ✷✸✳✽±✵✳✶ ✑

❚=❛♥)✈❡=)❡ 3❤✐❝❦♥❡)) ✭♠♠✮ ✵✳✺✷±✵✳✵✷ ✵✳✺✷±✵✳✵✷ ✏

❍❡✐❣❤3 ✭♠♠✮ ✺✺✳✵±✵✳✶ ✺✺✳✵±✵✳✶ ✑

❇❡♥❞✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ✭✐♥3❡=❢❡=♦♠❡3❡=✱ µ=❛❞✮ ✷✹✵±✹✵ ✷✼✵±✺✵ ✷✶✺✵±✷✵✵
❚♦=)✐♦♥ ✭✐♥3❡=❢❡=♦♠❡3❡=✱ µ=❛❞✴♠♠✮ ∼✶✵ ∼✶✵ ∼✷✵

❚❛❜❧❡ ✷✳✹✿  ❛"❛♠❡%❡"& ♦❢ %❤❡ ✜"&% ❧♦♥❣ ❝"②&%❛❧ ♣"♦%♦%②♣❡& ❢♦" %❤❡ ❡①%"❛❝%✐♦♥✳

✷✳✸✳✷ ❙$%✐♣ ❝%②*$❛❧* ❢♦% $❤❡ ❡①$%❛❝$✐♦♥ ✐♥ ▲❍❈

❋♦= 3❤❡ ❈❘❨❙❇❊❆▼ ♣=♦❥❡❝3✱ ✇❤✐❝❤ ✐) ❞❡✈♦3❡❞ 3♦ 3❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥3 ♦❢ ❛ ♥❡✇ 3②♣❡

♦❢ ❝=②)3❛❧✲❜❛)❡❞ ♣❛=3✐❝❧❡ ❜❡❛♠ ❡①3=❛❝3♦= ✐♥ ❛❝❝❡❧❡=❛3♦=)✱ 3✇♦ ♣=♦3♦3②♣❡) ✭T▲✵✶ ❛♥❞

T▲✵✷✮ ♦❢ 3❤✐♥ ❜❡♥3 ❝=②)3❛❧ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞❡✢❡❝3✐♥❣ ♦❢ ∼✸✵✵ µ=❛❞ ✇✐3❤✐♥ ❛ ❧♦♥❣ ❝=②)3❛❧
✭✐✳❡✳ 3❤✐❝❦♥❡)) ❛❧♦♥❣ 3❤❡ ❜❡❛♠ ❃✷✵♠♠✮ ✇❡=❡ ♣=♦❞✉❝❡❞✱ ♠♦✉♥3❡❞ ♦♥3♦ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

❜❡♥❞✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡✱ ❝❤❛=❛❝3❡=✐③❡❞ ❛3 ❙❙▲ ❛♥❞ 3❡)3❡❞ ✇✐3❤ ❛ ✹✵✵ ●❡❱✴❝ ♣=♦3♦♥ ❜❡❛♠

❛3 3❤❡ ❍✽✲❙T❙ ❈❊❘◆ ❜❡❛♠ ❧✐♥❡✳ ❆❢3❡= 3❤✐)✱ T▲✵✷ ✇❛) =❡❝❡♥3❧② ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ )✉❝❤ ❛

✇❛② 3♦ ❞❡✢❡❝3 ∼✷ ♠=❛❞ ❛♥❞ ❝❤❛=❛❝3❡=✐③❡❞ ❛❣❛✐♥✱ 3❤✉) ❜❡✐♥❣ =❡❛❞② ❢♦= 3❡)3✐♥❣ ✇✐3❤
✉❧3=❛=❡❧❛3✐✈✐)3✐❝ ✐♦♥) ✐♥ 3❤❡ ♥❡①3 ❢✉3✉=❡✳ ❚❤❡ )❡❝♦♥❞ ✈❡=)✐♦♥ ♦❢ 3❤❡ T▲✵✷ ❝=②)3❛❧ ✐)

=❡❢❡==❡❞ ❛) ✧T▲✵✷❇✏✳ ❚❤❡ ♣❛=❛♠❡3❡=) ♦❢ 3❤❡ ❈❘❨❙❇❊❆▼ ❝=②)3❛❧) ❛=❡ =❡♣♦=3❡❞ ✐♥
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♣❛"❛♠❡#❡" #♦ 7✉❛♥#✐❢② #❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐( #❤❡ ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❧❡♥❣#❤ ✭(❡❡

❙❡❝✳ ✶✳✶✳✹✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐( #❤❡ ❛✈❡"❛❣❡ ❧❡♥❣#❤ ✇✐#❤✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ♣❛"#✐❝❧❡ ❧❡❛✈❡(

#❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐#✐♦♥ ✇✐#❤ ❛ ♣"♦❜❛❜✐❧✐#② ♦❢ (1 − 1/e) ❬✷❪✳ ❚♦ ❡✣❝✐❡♥#❧② (#❡❡" ❛
❝❤❛"❣❡❞✲♣❛"#✐❝❧❡ ❜❡❛♠✱ #❤❡ ❝"②(#❛❧ #❤✐❝❦♥❡(( ♠✉(# ♥♦# ❜❡ ❤✐❣❤❡" #❤❛♥ #❤❡ ❞❡❝❤❛♥✲

♥❡❧✐♥❣ ❧❡♥❣#❤✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞( ♦♥ ❜❡❛♠ ❡♥❡"❣②✳ ❋♦" ✐♥(#❛♥❝❡✱ #❤❡ ✉(❡ ♦❢ ◗▼ ❝"②(#❛❧(

❛❧❧♦✇❡❞ #❤❡ ❞❡✢❡❝#✐♦♥ ♦❢ ●❡❱✲❡♥❡"❣② ♣"♦#♦♥( ❜② ♠❡❛♥( ♦❢ ❛ ❝"②(#❛❧ ✇✐#❤ ❛ #❤✐❝❦♥❡((

♦❢ ❧❡(( #❤❛♥ ♦♥❡ ♠✐❧❧✐♠❡#"❡ ❬✾✺❪✳

❚❤❡ ♣"♦♣❡"#② ♦❢ ◗▼ ❝"②(#❛❧( #♦ ❜❡ #❤✐♥♥❡❞ #♦ ❛ ✈❡"② ❧♦✇ #❤✐❝❦♥❡(( ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❡♥

♠♦"❡ ✐♠♣♦"#❛♥# ✇❤❡♥ #❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ♦❢ ♥❡❣❛#✐✈❡❧② ❝❤❛"❣❡❞ ♣❛"#✐❝❧❡( ✐( ❝♦♥❝❡"♥❡❞✳

■♥❞❡❡❞✱ ♥❡❣❛#✐✈❡ ♣❛"#✐❝❧❡( "❡♣❡❛#❡❞❧② ♦(❝✐❧❧❛#❡ ❛❝"♦(( ❝"②(#❛❧❧♦❣"❛♣❤✐❝ ♣❧❛♥❡(✴❛①❡(

❬✹✷❪✳ ❚❤✉(✱ #❤❡ ♣"♦❜❛❜✐❧✐#② ♦❢ ✐♥❡❧❛(#✐❝ (❝❛##❡"✐♥❣ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ♥❡❣❛#✐✈❡ ♣❛"#✐❝❧❡(

❜② ❛#♦♠✐❝ ❡❧❡❝#"♦♥(✱ ❛♥❞ ❡(♣❡❝✐❛❧❧② #❤❡ ♣"♦❜❛❜✐❧✐#② ♦❢ ♠✉❧#✐♣❧❡ (❝❛##❡"✐♥❣ ❜② ❧❛##✐❝❡

❛#♦♠(✱ ✐( ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡" #❤❛♥ #❤❛# ✐♥ #❤❡ ❝❛(❡ ♦❢ ♣♦(✐#✐✈❡ ♣❛"#✐❝❧❡(✳ ❚❤❡ ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣

❧❡♥❣#❤ ♦❢ ✽✺✺ ▼❡❱✴❝ ❡❧❡❝#"♦♥( ❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ✐♥ ✭✶✶✵✮ (✐❧✐❝♦♥ ✇❛( ❡(#✐♠❛#❡❞ #♦ ❜❡ ✶✽ µ♠
❛# ▼❆▼■ ❬✾✻❪✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❧❡♥❣#❤ ♦❢ ✵✳✾✸ ♠♠ ✇❛( ♠❡❛(✉"❡❞ ✇✐#❤ ✶✺✵

●❡❱✴❝ ♣✐♦♥( ❛# ❈❊❘◆ ❬✹✷❪✳ ❚❤❡ ✉(❡ ♦❢ ❛ ◗▼ ❝"②(#❛❧ ❢♦" (#❡❡"✐♥❣ ♥❡❣❛#✐✈❡ ♣❛"#✐❝❧❡(

✇❛( ♣"♦♣♦(❡❞ ❜② ●✉✐❞✐ ❡# ❛❧✳ ❬✾✼❪✳ ❚❤❡♥✱ ◗▼ ❝"②(#❛❧( ✇❡"❡ ❡✛❡❝#✐✈❡❧② ✉(❡❞ ❢♦"
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✸✷✿ ❙❝❤❡♠❛&✐❝ (❡♣(❡*❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ ❛ ◗▼ ❝(②*&❛❧ ✉*❡❞ ❢♦( *&❡❡(✐♥❣ ❛ ❝❤❛(❣❡❞✲

♣❛(&✐❝❧❡ ❜❡❛♠✳

 ❤✐# ♣✉&♣♦#❡ ✐♥ &❡❝❡♥ ❡①♣❡&✐♠❡♥ # ❛ ❈❊❘◆ ❬✹✵❪✱ ▼❆▼■ ❬✼✵❪✱ ❛♥❞ ❙▲❆❈ ❬✼✷❪✳

■♥  ❤❡#❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥ #✱ ❜♦ ❤ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❱❘ ✇❡&❡ ♦❜#❡&✈❡❞✳ ◗▼ ❝&②# ❛❧# ❝❛♥

❛❧#♦ ❜❡ ✉#❡❞  ♦ # ✉❞② ❡❧❡❝ &♦♠❛❣♥❡ ✐❝ &❛❞✐❛ ✐♦♥ ❡♠✐##✐♦♥ ❛❝❝♦♠♣❛♥②✐♥❣ ❝♦❤❡&❡♥ 

✐♥ ❡&❛❝ ✐♦♥# ❬✼✶❪✳

■♥  ❤✐# #❡❝ ✐♦♥  ❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝ ✉&✐♥❣ ❛♥❞ ❝❤❛&❛❝ ❡&✐③❛ ✐♦♥ ♦❢ ❜❡♥ #✐❧✐❝♦♥ ♣❧❛ ❡#

❡①♣❧♦✐ ✐♥❣  ❤❡ K✉❛#✐♠♦#❛✐❝ ❜❡♥❞✐♥❣ ✐# ♣&❡#❡♥ ❡❞✳

✷✳✹✳✶ ❋❛❜'✐❝❛*✐♦♥ *❡❝❤♥✐/✉❡

❆# ❞❡#❝&✐❜❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✻✾❪✱ ❝&②# ❛❧# ✇❡&❡ ❢❛❜&✐❝❛ ❡❞ # ❛& ✐♥❣ ❢&♦♠ ❛ ❙✐❧✐❝♦♥✲❖♥✲

■♥#✉❧❛ ♦& ✭❙❖■✮ ❜♦♥❞❡❞ ✇❛❢❡&# ❬✾✽❪✳ ❚❤❡ ❙❖■ # &✉❝ ✉&❡ ❝♦♥#✐# # ♦❢ ❛ ✜❧♠ ♦❢ #✐♥❣❧❡

❝&②# ❛❧❧✐♥❡ #✐❧✐❝♦♥ ✭❞❡✈✐❝❡ ❧❛②❡&✮ #❡♣❛&❛ ❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❡❝ &✐❝❛❧ ✐♥#✉❧❛ ♦&✱  ②♣✐❝❛❧❧② #✐❧✐✲

❝♦♥ ❞✐♦①✐❞❡ ✭❙✐❖2✮ ❢&♦♠  ❤❡ ❜✉❧❦ #✉❜# &❛ ❡ ✭❤❛♥❞❧❡ ❧❛②❡&✮✳ ❈&②# ❛❧# ❛&❡ ♦❜ ❛✐♥❡❞

❢&♦♠  ❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❧❛②❡&✱ ✇❤✐❝❤ ♠✉# ❤❛✈❡ ✈❡&② ❧♦✇  ❤✐❝❦♥❡## ✈❛&✐❛ ✐♦♥# ✭❚❚❱ ♦❢ ∼
✶ µ♠ ❬✾✾❪✮✳ ❚❤✐❝❦♥❡## ✇❛# ❝❤♦#❡♥ ❛❝❝♦&❞✐♥❣  ♦  ❤❡ &❡K✉✐&❡❞ ❧❡♥❣ ❤ ♦❢  ❤❡ ❝&②# ❛❧

❛❧♦♥❣  ❤❡ ❜❡❛♠✳ ❚❤❡ ♣&♦❝❡❞✉&❡ ♦❢ #❤❛♣✐♥❣ ✐# #✐♠✐❧❛&  ♦  ❤❡ &❡❛❧✐③❛ ✐♦♥ ♦❢ #✐❧✐✲

❝♦♥ # &✐♣# #❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✶✳✷✳ ■♥ ♠♦&❡ ❞❡ ❛✐❧#✱ ❛ ✶✵✵ ♥♠ ❧❛②❡& ♦❢ ❛♠♦&♣❤♦✉#

#✐❧✐❝♦♥ ♥✐ &✐❞❡ ✭❙✐3◆4✮ ✇❛# ❞❡♣♦#✐ ❡❞ ♦♥ ♦ ❛❧❧  ❤❡ ❢❛❝❡# ♦❢  ❤❡ ✇❛❢❡&  ❤&♦✉❣❤ ▲♦✇✲

V&❡##✉&❡ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ❱❛♣♦& ❉❡♣♦#✐ ✐♦♥ ✭▲V❈❱❉✮✳ ❆ &❡❝ ❛♥❣✉❧❛& ♣❛  ❡&♥ &❡♣&❡#❡♥ ✲

✐♥❣  ❤❡ #❤❛♣❡ ♦❢  ❤❡ ✜♥❛❧ ❝&②# ❛❧# ✇❛# ❝❛&✈❡❞ ✐♥ ♦  ❤❡ #✐❧✐❝♦♥ ♥✐ &✐❞❡ ❧❛②❡& ❜② ♠❡❛♥#

♦❢ ❛ # ❛♥❞❛&❞ ♣❤♦ ♦❧✐ ❤♦❣&❛♣❤✐❝  ❡❝❤♥✐K✉❡ ❬✼✼❪✳ ❚❤❡ ✉♥❝♦✈❡&❡❞ #✐❧✐❝♦♥ ❛&❡❛#✱ #✉❝❤

❛#  ❤❡ ❡♥ ✐&❡ #✐❧✐❝♦♥ #✉❜# &❛ ❡ ❛♥❞  ❤❡ ✐♥ ❡&#♣❛❝❡ ❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡ &❡❝ ❛♥❣❧❡# ✐♥  ❤❡ ❙❖■

❧❛②❡&✱ ✇❡&❡ ❡ ❝❤❡❞ ✇✐ ❤ ❛ ❑❖❍ ❛❧❦❛❧✐♥❡ #♦❧✉ ✐♦♥ ❬✼✽❪✳

❲✐ ❤  ❤✐# ♠❡ ❤♦❞✱ #✐❧✐❝♦♥ ❝&②# ❛❧# ✇✐ ❤  ❤❡ ❞❡#✐&❡❞ &❡❝ ❛♥❣✉❧❛& #❤❛♣❡ ❛♥❞ ❛

 ❤✐❝❦♥❡## ❢&♦♠ ✶✵ µ♠  ♦ ❢❡✇ ♠♠ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜ ❛✐♥❡❞✱ ✇✐ ❤♦✉ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛♥② ❞❛♠❛❣❡  ♦

 ❤❡ ❝&②# ❛❧ ❧❛  ✐❝❡ ❬✻✺❪✳ V❛& ✐❝✉❧❛& ❝❛&❡ ✇❛# ♥❡❝❡##❛&②  ♦ ❤❛♥❞❧❡ ✇✐ ❤  ❤❡  ❤✐♥♥❡# 

♣❧❛ ❡# ✐♥  ❤❡ ❧❛# # ❡♣# ♦❢  ❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝ ✉&✐♥❣ ♣&♦❝❡❞✉&❡✳ ❚❤❡ &❡♠❛✐♥✐♥❣ ❙✐3◆4 ❛♥❞

❙✐❖2 ❧❛②❡&# ✇❡&❡ ✜♥❛❧❧② &❡♠♦✈❡❞ ✐♥ ❛ ❍❋ #♦❧✉ ✐♦♥✳ ❋✐❣✉&❡ ✷✳✸✸ #✉♠♠❛&✐③❡#  ❤❡

✻✶



❋✐❣✉$❡ ✷✳✸✸✿ ❘❡❛❧✐③❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♣❧❛&❡✲❧✐❦❡ .✐❧✐❝♦♥ ❝0②.&❛❧. ✭❛❞❛♣&❡❞ ❢0♦♠ ❘❡❢✳ ❬✻✾❪✮✳ ❙❡❡

&❡①& ❢♦0 &❤❡ ❞❡&❛✐❧.✳✳

♠❛♥✉❢❛❝&✉'✐♥❣ ♣'♦❝❡-- ❢♦' &❤❡ '❡❛❧✐③❛&✐♦♥ ♦❢ '❡❝&❛♥❣✉❧❛' ♣❧❛&❡✲❧✐❦❡ ❝'②-&❛❧- ❢'♦♠ ❛

✭✷✶✶✮✲♦'✐❡♥&❡❞ ✇❛❢❡' ✇✐&❤ ❛ 〈✶✶✶〉✲ ♦'✐❡♥&❡❞ ✢❛&✳

✷✳✹✳✷ ◗✉❛&✐✲♠♦&❛✐❝ ❞❡❢♦/♠❛0✐♦♥

■ ❤❡'❡ '❡♣♦'& -♦♠❡ ❝♦♥❝❡♣&- ♦❢ ❞❡❢♦'♠❛&✐♦♥ ♦❢ ❛♥✐-♦&'♦♣✐❝ ♠❛&❡'✐❛❧- &❤❛& ❛'❡ ♥❡❝❡-✲

-❛'② ❢♦' ✉♥❞❡'-&❛♥❞✐♥❣ ❢✉'&❤❡' ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✳ ❆ ❝♦♠♣❧❡&❡ '❡✈✐❡✇ ♦❢ &❤❡-❡ ❝♦♥❝❡♣&- ❝❛♥

❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✶✵✵❪✳ ❆- ❛ ♣❧❛&❡ ♦❢ ❛♥✐-♦&'♦♣✐❝ ♠❛&❡'✐❛❧ ✐- ❜❡♥& ❜② ❛ ♣♦✐♥&✲❧✐❦❡

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ -&'❡♥❣&❤ M1 ❛& &❤❡ ❡❞❣❡- ✭-❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✸✹✭❛✮✮✱ ❛ ❞❡❢♦'♠❛&✐♦♥

✜❡❧❞ ✭✉✱✈✱✇✮ ❛❧♦♥❣ &❤❡ ✭①✱②✱③✮ ❞✐'❡❝&✐♦♥-✱ '❡-♣❡❝&✐✈❡❧②✱ ❤♦❧❞- ✉♥❞❡' &❤❡ ❤②♣♦&❤❡-✐-

♦❢ -♠❛❧❧ ❞❡❢♦'♠❛&✐♦♥- ❬✽✹❪✱ ❛- -❤♦✇♥ ✐♥ ❊L✳ ✷✳✽ ✿

u =
M1

2I1

(2a13xy + a36y
2 + a35yz) ✭✷✳✽❛✮

v =
M1

2I1

(−a13 + a23y
2 + a33(Lz − z2) − a35yz) ✭✷✳✽❜✮

w =
M1

2I1

(a35xy + a34y
2 + a33y(2z − L)) ✭✷✳✽❝✮

✇❤❡'❡ I1 ✐- &❤❡ ❝❡♥&'❡✲♠❛-- ✐♥❡'&✐❛ ♠♦♠❡♥&✉♠ ♦❢ &❤❡ ♣❧❛&❡ ✐♥ &❤❡ ① ❞✐'❡❝&✐♦♥✱

aij &❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥&- ♦❢ &❤❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ &❡♥-♦'✱ ✇❤✐❝❤ ❛'❡ ♣❡'✐♦❞✐❝ ❢✉♥❝&✐♦♥- ♦❢ &❤❡

❝'②-&❛❧ ♦'✐❡♥&❛&✐♦♥✳ ❋♦' ❛♥ ✐-♦&'♦♣✐❝ ♠❛&❡'✐❛❧✱ ✐& ❤♦❧❞- aij❂✵ ❢♦' ❡✐&❤❡' ✐ ❃ ✸ ♦'
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✸✹✿ ❙❦❡#❝❤ ♦❢ #❤❡ ✉♥❜❡♥# +✐❧✐❝♦♥ ♣❧❛#❡ ✇✐#❤ ❤❡✐❣❤# ▲ ❛♥❞ #❤✐❝❦♥❡++ # ✇✐#❤ #❤❡

❁✶✶✶❃ ❝7②+#❛❧❧♦❣7❛♣❤✐❝ ❛①✐+ ❛❧♦♥❣ ② ❛①✐+ ♣7♦♣♦+❡❞ ❢♦7 ❛①✐❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ +#✉❞✐❡+ ✐♥ ❘❡❢✳

❬✾✼❪✳ ❆+ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❢♦7❝❡+ ✇✐#❤ ♠♦♠❡♥#✉♠ M1 ✐+ ❡①❡7#❡❞ ❛# ✐#+ ❡❞❣❡+ ❝7②+#❛❧ ❜❡♥❞+ ❛+

✐♥ ❜✳ ✭❜✮ ❊①#❡7♥❛❧ ❢♦7❝❡+ ❣❡♥❡7❛#❡ ❛ ♣7✐♠❛7② ❝✉7✈❛#✉7❡ ✇✐#❤ 7❛❞✐✉+ R✱ ✇❤✐❝❤ 7❡+✉❧#+ ✐♥ ❛

+❡❝♦♥❞❛7② ❝✉7✈❛#✉7❡ ✇✐#❤ 7❛❞✐✉+ Rqm ❞✉❡ #♦ ❛♥✐+♦#7♦♣②✲✐♥❞✉❝❡❞ ❞❡❢♦7♠❛#✐♦♥✳ ❯♥✇❛♥#❡❞

❛♥#✐❝❧❛+#✐❝ ❞❡❢♦7♠❛#✐♦♥ ✇✐#❤ 7❛❞✐✉+ Ranti ❛❧+♦ ❛♣♣❡❛7+ ❛+ ❛ 7❡+✉❧# ♦❢ ♣7✐♠❛7② ❜❡♥❞✐♥❣✳

❥ ❃ ✸ ❛♥❞ ✐ 6= ❥✳ ❆♥)✐❝❧❛,)✐❝ ❞❡❢♦0♠❛)✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❧0❡❛❞② ❞❡,❝0✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳

✷✳✷✳✶✱ ②✐❡❧❞, ❛ ♣❛0❛❜♦❧✐❝ ♣0♦✜❧❡ ♦❢ ❞❡❢♦0♠❛)✐♦♥ ♣0♦♣♦0)✐♦♥❛❧❧② )♦ a13✱ ✐✳❡✳ v ∼ a13x
2
✱

❛♥❞ ❛0✐,❡, ✐♥ ❡✐)❤❡0 ❝0②,)❛❧❧✐♥❡ ❛♥❞ ❛♠♦0♣❤♦✉, ♠❛)❡0✐❛❧✳ ❲❤✐❧❡ ❢♦0 ❛♠♦0♣❤♦✉,

♠❛)❡0✐❛❧, )❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥) a36 ✐, ❛❧✇❛②, ♥✉❧❧✱ ❢♦0 ♠♦♥♦❝0②,)❛❧❧✐♥❡ ♠❛)❡0✐❛❧, ✐) ♠❛②

❜❡ ❞✐✛❡0❡♥) ❢0♦♠ ③❡0♦✳ ■♥ )❤✐, ❝❛,❡ )❤❡ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ,)0❡♥❣)❤ M1 ♠❛② ❞❡❢♦0♠ )❤❡

♣❧❛♥❡, ♣❛0❛❧❧❡❧ )♦ )❤❡ ❝♦♦0❞✐♥❛)❡ ♣❧❛♥❡ ②✲③ )♦ ❛ ♣❛0❛❜♦❧✐❝ ,❤❛♣❡ u ∼ y2
)❤0♦✉❣❤

❝♦❡✣❝✐❡♥) a36✱ ❛, ,❝❤❡♠❛)✐❝❛❧❧② ,❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸✹✭❜✮✳ ❚❤✐, ❞❡❢♦0♠❛)✐♦♥ ✐, ❝❛❧❧❡❞

✏K✉❛,✐✲♠♦,❛✐❝✑ ✭◗▼✮ ❬✻✶❪✳ ■❢ )❤❡ ❝0②,)❛❧ ♣❧❛)❡ ✐, ❝✉) ✇✐)❤ )❤❡ ❝0②,)❛❧❧♦❣0❛♣❤✐❝

♦0✐❡♥)❛)✐♦♥ ❛, ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸✹✭❛✮✱ )❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ )❡♥,♦0 ❢♦0 ❙✐

,❤♦✇, )❤❛) )❤❡ a36 ❝♦❡✣❝✐❡♥) ✐, ♥♦) ③❡0♦✱ ,♦ )❤❡ ◗▼✲0❡❧❛)❡❞ ❜❡♥❞✐♥❣ 0❛❞✐✉, ❡K✉❛❧

)♦ Rqm = |a36/a13| ·R ❛♥❞ ❛♥)✐❝❧❛,)✐❝ ❜❡♥❞✐♥❣ 0❛❞✐✉, ❡K✉❛❧, )♦ Ranti = |a33/a13| ·R✳

❚❤❡0❡❢♦0❡✱ ✉♥❞❡0 ,♠❛❧❧ ❞❡❢♦0♠❛)✐♦♥ 0❡❣✐♠❡✱ ❜♦)❤ ❛♥)✐❝❧❛,)✐❝ ❛♥❞ ◗▼ ❞❡❢♦0♠❛)✐♦♥,

❛0❡ ❡①♣❡❝)❡❞ ✐♥ )❤✐, ❣❡♦♠❡)0②✳ ❋♦0 ❜❡❛♠ ,)❡❡0✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥, )❤❡ ♣0❡,❡♥❝❡ ♦❢

❛♥)✐❝❧❛,)✐❝ ❞❡❢♦0♠❛)✐♦♥ ❤❛, ♥❡❣❛)✐✈❡ ❡✛❡❝) ❜❡❝❛✉,❡ ✐) ❧✐♠✐), )❤❡ ♣♦0)✐♦♥ ♦❢ )❤❡

❝0②,)❛❧ ❛❧✐❣♥❡❞ ❢♦0 ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣✳ ❆ )❡❝❤♥✐K✉❡ )♦ 0✉❧❡ ♦✉) ❛♥)✐❝❧❛,)✐❝ ❞❡❢♦0♠❛)✐♦♥

❢♦0 ✇❤✐❝❤ ♥♦ ❡①)❡0♥❛❧ ❢♦0❝❡ ✐, ♥❡❡❞❡❞ ♦)❤❡0 )❤❛♥ )❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦♠❡♥) M1 ✇❛,

❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ■♥ ❢❛❝)✱ ❛♥)✐❝❧❛,)✐❝ ❞❡❢♦0♠❛)✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣0❡✈❡♥)❡❞ ✐♥ )❤❡ ❝❛,❡ ♦❢ ❤✐❣❤✲

❞❡❢♦0♠❛)✐♦♥ 0❡❣✐♠❡✱ ✐✳❡✳✱ ❛, ❙❡❛0❧❡ ♣❛0❛♠❡)❡0 β ✭,❡❡ ❊K ✷✳✻✮ ✐, ♠✉❝❤ ❧❛0❣❡0 )❤❛♥ )❤❡
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✉♥✐#②✳ ▼♦(❡ ♣(❡❝✐,❡❧②✱ ❛♥#✐❝❧❛,#✐❝ ❞❡❢♦(♠❛#✐♦♥ ✐, ♣(❡,❡♥# ♦♥ #❤❡ ❢✉❧❧ ✇✐❞#❤ ♦❢ #❤❡

❝(②,#❛❧ ❢♦( β ❁ ✶ ✭❧♦✇ ❞❡❢♦(♠❛#✐♦♥ (❡❣✐♠❡✱ ❛♥❛❧②#✐❝❛❧❧② ❞❡,❝(✐❜❡❞ ❜② ❊;✳ ✷✳✽✮ ♦( ✐,

❝♦♥✜♥❡❞ ♦♥ #❤❡ ❝(②,#❛❧ ❡❞❣❡, ❢♦( β ❃ ✶✵✵ ✭❤✐❣❤ ❞❡❢♦(♠❛#✐♦♥ (❡❣✐♠❡✮ ❬✽✻✱ ✶✵✶❪✱ ,♦

#❤❛# #❤❡ ❝❡♥#(❛❧ ♣❛(# ♦❢ #❤❡ ❝(②,#❛❧ (❡♠❛✐♥, ✢❛#✳ ■♥❞❡❡❞✱ ,✐♥❝❡ #❤❡ ✉,❡ ♦❢ ✈❡(② #❤✐♥

❝(②,#❛❧, ✐, ,♦♠❡#✐♠❡, ❞❡♠❛♥❞❡❞ ❜❡❝❛✉,❡ ♦❢ ,❤♦(# ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❧❡♥❣#❤✱ #❤❡ ♣❧❛#❡

❞❡❢♦(♠❛#✐♦♥ (❡❣✐♠❡ ♠❛② ❡❛,✐❧② ❜❡ ❛##❛✐♥❡❞ ❛♥❞✱ ✐♥ ,♦♠❡ ❝❛,❡,✱ ✐, ❡✈❡♥ ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡

✭β ✐, ✐♥ ❢❛❝# ✐♥✈❡(,❡❧② ♣(♦♣♦(#✐♦♥❛❧ #♦ t✮✳
■♥ ❛ ❞❡❞✐❝❛#❡❞ ,#✉❞②✱ (❡♣♦(#❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✾✼❪✱ ❛ ❤✐❣❤❧② ❞❡❢♦(♠❡❞ ,✐❧✐❝♦♥ ♣❧❛#❡

♦(✐❡♥#❡❞ ❛, ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸✹✭❛✮ ✇✐#❤ ❜ ❂ ✶✵ ♠♠✱ ▲ ❂ ✼✵ ♠♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢❛❜(✐❝❛#❡❞

❛♥❞ ❝❤❛(❛❝#❡(✐③❡❞✳ ❚❤❡ ♣❧❛#❡ ✇❛, ❞✐❝❡❞ ❢(♦♠ ❛ ✹ ✐♥❝❤❡, ✭✶✶✶✮ ❙✐ ✇❛❢❡( ✇✐#❤ ❧♦✇

♠✐,❝✉# ✭❁ ✵✳✵✺

◦
✮✱ #❤✐♥♥❡❞ #♦ # ❂ ✹✸ µ♠ #❤(♦✉❣❤ ❛ ❧❛♣♣✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❚❤❡ ❝(②,✲

#❛❧ ✇❛, ❜❡♥# #❤(♦✉❣❤ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❤♦❧❞❡(✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥,✉(❡❞ (❡♣(♦❞✉❝✐❜❧❡ ❛♥❞ ,#❛❜❧❡

❜❡♥❞✐♥❣✳ ❉❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❧❡♥❣#❤ ❢♦( ♣♦,✐#✐✈❡ ♣❛(#✐❝❧❡, ❛# ✷ ●❡❱ ✐♥ ✭✶✶✵✮ ,✐❧✐❝♦♥ ✐,

❛❜♦✉# LD ❂ ✶ ♠♠✱ #❤❡(❡❜② ❢♦( ♥❡❣❛#✐✈❡ ♣❛(#✐❝❧❡, ❛# #❤❡ ,❛♠❡ ❡♥❡(❣② ✐# ❤♦❧❞,

LD ❂ ✵✳✶ ♠♠✱ ✐✳❡✳✱ ✐# ❜② ❢❛( ❡①❝❡❡❞, #❤❡ ❝(②,#❛❧ ❧❡♥❣#❤ ❛❧♦♥❣ #❤❡ ❜❡❛♠ ❞✐(❡❝#✐♦♥✳

❚❤❡ ,✐③✐♥❣ ♦❢ #❤❡ ❝(②,#❛❧ ✇❛, ,✉❣❣❡,#❡❞ ❢♦( ♦♣❡(❛#✐♦♥ ✇✐#❤ ,♦♠❡ ●❡❱ ❡❧❡❝#(♦♥ ❜❡❛♠

❜❡❝❛✉,❡ #❤❡(❡ ❛(❡ ✇♦(❧❞✇✐❞❡ ♠❛♥② ❡❧❡❝#(♦♥ ❢❛❝✐❧✐#✐❡, ♦♣❡(❛#✐♥❣ ❛# ❛♥ ❡♥❡(❣② ♦❢ #❤✐,

♦(❞❡( ♦❢ ♠❛❣♥✐#✉❞❡ ✭❡✳❣✳✱ ❘❡❢,✳ ❬✶✵✷✕✶✵✹❪✮✱ ❢♦( ✇❤✐❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❡①♣❡(✐♠❡♥#, ❝❛♥
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❚❤❡ .②.%❡♠ ✐. ❝♦♠♣♦.❡❞ ♦❢ ♠❛♥② ♣❛!%.✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡!❡ ❛❝❝✉!❛%❡❧② .%✉❞✐❡❞✱ ❜✉✐❧%

❛♥❞ ❛..❡♠❜❧❡❞ ❛. .❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸✻✭❛✮✳ ■♥ ♠♦!❡ ❞❡%❛✐❧.✱ ✐♥ ❣!❡② ②♦✉ ❝❛♥ .❡❡

%❤❡ ♣✐❡③♦ ♠♦%♦! .%❡♣ %❤❛% ♣!♦✈✐❞❡. %❤❡ %!❛♥.❧❛%✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦✈❛❜❧❡ ♣❛!% ✭❣!❡❡♥✮ ✇✐%❤

!❡.♣❡❝% %♦ ❛ ✜①❡❞ ♦♥❡ ✭❜!♦✇♥✮✳ ❚❤✐. ♦♣❡!❛%✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐%❤ ✹✵✵ ♥♠ .%❡♣.✳

❖♥ ❜♦%❤ ♣❛!%.✱ %✇♦ ♣❧✉❣. ✭.%❡❡❧ ❝②❧✐♥❞❡!.✱ ♠♦✉♥%❡❞ ❛. .❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸✻✭❜✮✮ ❛!❡

✐♥.❡!%❡❞✳ ❊❛❝❤ ♣❧✉❣ ♣!❡.❡♥% ❛ !❛❜❜❡%✱ ✇❤❡!❡ %❤❡ .❛♠♣❧❡ ✐. .❡❝✉!❡❞ ❜② ♠❡❛♥. ♦❢ ❛

.♣❡❝✐❛❧ ❣❧✉✐♥❣ ♣!♦❝❡❞✉!❡✳ ❚❤❡ ♣❧✉❣. ❝❛♥ ❢!❡❡❧② !♦%❛%❡ ✐♥ ❜!❛.. ❤♦❧❡.✱ ✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣

.✉♣♣♦!%❡❞ ❛❣❛✐♥.% ✈❡!%✐❝❛❧ .❧✐♣♣✐♥❣ ❜② ♣✐♥. .❝!❡✇.✳ ❚❤❡ %!❛♥.❧❛%✐♦♥ ♣!♦✈✐❞❡❞ ❜② %❤❡

♠♦%♦! ♠❛❦❡. %❤❡ %✇♦ ♣❧✉❣. ❣❡%%✐♥❣ ❝❧♦.❡!✱ %❤✉. ❢♦!❝✐♥❣ %❤❡ ❝!②.%❛❧ %♦ ❜❡♥%✳ ❇❡♥❞✐♥❣

♣!♦❝❡❞✉!❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐. ❝!②%✐❝❛❧ ✇❤❡♥ ♠♦✉♥%✐♥❣ %❤✐♥ ♣❧❛%❡. ♦♥%♦ ✜①❡❞ ❤♦❧❞❡!.✱ ❝❛♥ ♥♦✇

❜❡ ❞♦♥❡ ♠♦!❡ ❡❛.✐❧②✱ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡! ❝✉!✈❛%✉!❡. ❛!❡ ♥♦✇ !❡❛❝❤❡❛❜❧❡✳ ❖♥❝❡ ❤❛✈✐♥❣ %✉♥❡❞

❜❡♥❞✐♥❣ !❛❞✐✉.✱ %♦!.✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✜♥❡❧② ❝♦♠♣❡♥.❛%❡❞ ❜② %✐❧%✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ %❤❡ ♣❧✉❣. ✇✐%❤ ❛

♥❡✈❡! ❡♥❞✐♥❣ ♣✐❡③♦ ❞!✐✈❡♥ .❝!❡✇ ✭②❡❧❧♦✇✮✱ ✇❤✐❝❤ ♣✉.❤❡. ❛ !♦%❛%✐♥❣ ♣❛!% ✭♠❛❣❡♥%❛✮

❝♦♥%❛✐♥✐♥❣ %❤❡ ♣❧✉❣ ❤♦❧❡✳ ❚❤❡ ❛♥❣✉❧❛! !❡.♦❧✉%✐♦♥ ♦❢ %❤✐. !♦%❛%✐♦♥ ✐. ❧❡.. %❤❛♥

✶ ♠✐❝!♦!❛❞✐❛♥✳ ❆. .❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸✻✭❜✮ ❛ ✶✺ ♠✐❝!♦♥ %❤✐♥ .❛♠♣❧❡ ✇❛. ❜❡♥% %♦ ❛

!❛❞✐✉. ♦❢ ❝✉!✈❛%✉!❡ ♦❢ ✸ ♠♠✳ ❚❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ .②.%❡♠ ✇❛. ❝❛❧✐❜!❛%❡❞ ✐♥ ♦!❞❡! %♦ ❦♥♦✇

%❤❡ ♣!✐♠❛!② ❝✉!✈❛%✉!❡ !❛❞✐✉. ❛. ❛ ❢✉♥❝%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ♥✉♠❜❡! ♦❢ .%❡♣. ♦❢ %❤❡ %!❛♥.❧❛%♦!

♠♦%♦! ✭.❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✸✼✮✳ ❲❡ ❛❧.♦ ✈❡!✐✜❡❞✱ ❜② ♠❡❛♥. ♦❢ ❳✲!❛② ❞✐✛!❛❝%✐♦♥✱ %❤❡ ❡✛❡❝%✐✈❡

♣♦..✐❜✐❧✐%② %♦ ✜♥❡❧② ❛❞❥✉.% %♦!.✐♦♥ ❜② ♠❡❛♥. ♦❢ %❤❡ .❡❝♦♥❞ ♠♦%♦!✳ ❚❤❡ .②.%❡♠ ✐.

!❡❛❞② %♦ ❜❡ ✐♥.%❛❧❧❡❞ ❛% ▼❆▼■ ❢❛❝✐❧✐%② ❢♦! %❤❡ ♥❡①% ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❡①♣❡!✐♠❡♥%✳
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✸✻✿ ❈❆❉ ♣$♦❥❡❝) ✸❉ ✐♠❛❣❡ ♦❢ )❤❡ ❤♦❧❞❡$✭❛✮✳ 6❤♦)♦ ♦❢ )❤❡ $❡❛❧✐③❡❞ ♦❜❥❡❝) ✇✐)❤

❛ :✐❧✐❝♦♥ :❛♠♣❧❡ ♦❢ ✶✺ ♠✐❝$♦♥ )❤✐❝❦♥❡:: ❛♥❞ ✸ ♠♠ ❝✉$✈❛)✉$❡ $❛❞✐✉: ✭❜✮✳ ❈♦✉$)❡:② ♦❢ ❉✳

❉❡ ❙❛❧✈❛❞♦$✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✸✼✿ ❈✉$✈❛)✉$❡ ✈: :)❡♣: ♦❢ )❤❡ )$❛♥:❧❛)♦$ ♠♦)♦$✳ ❈♦✉$)❡:② ♦❢ ❉✳ ❉❡ ❙❛❧✈❛❞♦$✳
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✸✽✿ ▼❛♣ ♦❢ %❤❡ %❤✐❝❦♥❡,, ♦❢ %❤❡ ❙❖■ ❧❛②❡2 ♦❢ %❤❡ ,%❛2%✐♥❣ ✇❛❢❡2 ✭♥♦♠✐♥❛❧

%❤✐❝❦♥❡,, ❂ ✻✵ µ♠✮✱ ♣❡2❢♦2♠❡❞ ✇✐%❤ ❋♦❣❛❧❡ ❚▼❆@✲✹✳ ❚❤❡ %❤✐❝❦♥❡,, ✇❛, ✉♥✐❢♦2♠ ❡♥♦✉❣❤
%♦ ✉,❡ %❤✐, ✇❛❢❡2 ❢♦2 %❤❡ ♣2♦❞✉❝%✐♦♥ ♦❢ ◗▼ ❝2②,%❛❧,✳ ❆❞❛♣%❡❞ ❢2♦♠ ❘❡❢✳ ❬✻✾❪✳

✷✳✹✳✹ ❈❤❛&❛❝(❡&✐③❛(✐♦♥

 !✐♦! $♦ ❡①♣❡!✐♠❡♥$✐♥❣ $❤❡ ❝!②.$❛❧ ♦♥ ♣❛!$✐❝❧❡ ❜❡❛♠.✱ ❛ ❢✉❧❧ .❡$ ♦❢ ❝❤❛!❛❝$❡!✐③❛$✐♦♥.

✇❡!❡ ♣❡!❢♦!♠❡❞✳

❋✐!.$❧②✱ ✐♥❢!❛!❡❞ ✐♥$❡!❢❡!♦♠❡$!② ✭❋♦❣❛❧❡ ❚▼❆ ✲✹✮ ✇❛. ✉.❡❞ $♦ ♠❛♣ $❤❡ $❤✐❝❦✲

♥❡.. ♦❢ $❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❧❛②❡! ✐♥ $❤❡ ❙❖■ .$!✉❝$✉!❡ ✇✐$❤ ♥❛♥♦♠❡$!✐❝ ❛❝❝✉!❛❝②✳ ❆. ❛♥

❡①❛♠♣❧❡✱ $❤❡ !❡.✉❧$ ♦❢ .✉❝❤ ❛ ♠❡❛.✉!❡♠❡♥$ ❢♦! ❛ ❙❖■ ✇❛❢❡! ♦❢ ✻✵ µ♠ $❤✐❝❦♥❡.. ✐.

!❡♣♦!$❡❞ ✐♥ ✜❣✳ ✷✳✸✽✳ ❚❤✐. ♠❡❛.✉!❡♠❡♥$ ♦♥ .$❛!$✐♥❣ ✇❛❢❡! ✐. .❛❢❡✱ .✐♥❝❡ $❤❡ ❙❖■

❧❛②❡! ✐. .✉♣♣♦!$❡❞ ❛♥❞ ♣!♦$❡❝$❡❞ ❛❣❛✐♥.$ ❜!❡❛❦✐♥❣ ❜② $❤❡ ❜✉❧❦② ❢!❛♠❡✳

❆❢$❡! ♠❛♥✉❢❛❝$✉!✐♥❣ ❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣✱ ✇❤✐$❡✲❧✐❣❤$ ✐♥$❡!❢❡!♦♠❡$!② ✭❱❡❡❝♦ ◆❚✶✶✵✵✮

✇❛. ❡♠♣❧♦②❡❞ $♦ ❝❤❛!❛❝$❡!✐③❡ $❤❡ .✉!❢❛❝❡ ♦❢ $❤❡ ❧♦✇❧②✲❞❡❢♦!♠❡❞ ❜❡♥$ ❝!②.$❛❧.✳ ❚❤✐.

♠❡❛.✉!❡♠❡♥$ ❛❧❧♦✇. $♦ ❡.$✐♠❛$❡ ♣!✐♥❝✐♣❛❧✲ ❛♥❞ ❛♥$✐❝❧❛.$✐❝✲ ❜❡♥❞✐♥❣✳ ❚❤❡ !❡.✉❧$ ♦❢

$❤❡ .✉!❢❛❝❡ ❝❤❛!❛❝$❡!✐③❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ◗▼ ❝!②.$❛❧ ❢♦! ❈❊❘◆ ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥. ✭.❡❡ ❋✐❣✳

✷✳✸✺✭❜✮✮ ✐. .❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸✾✳

❋♦! ❤✐❣❤❧②✲❞❡❢♦!♠❡❞ ❝!②.$❛❧.✱ .✉!❢❛❝❡ ❝❤❛!❛❝$❡!✐③❛$✐♦♥ ✐. ♥♦$ ♣♦..✐❜❧❡ ✇✐$❤

$❤❡ ❱❡❡❝♦ ✐♥$❡!❢❡!♦♠❡$❡!✱ .✐♥❝❡ ♦♥❧② ❛ .♠❛❧❧ ♣❛!$ ♦❢ ❛ .$!♦♥❣❧② ❜❡♥$ .✉!❢❛❝❡ ❝❛♥

!❡✢❡❝$ ❧✐❣❤$ ❜❛❝❦ ✐♥$♦ $❤❡ ♠✐❝!♦.❝♦♣❡ ♦❜❥❡❝$✐✈❡✳ ❍♦✇❡✈❡!✱ ❜❡✐♥❣ .$!♦♥❣❧②✲❜❡♥$

❝!②.$❛❧. ✈❡!② $❤✐♥✱ $❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛!❛❝$❡!✐③❡❞ ✐♥ $!❛♥.♠✐..✐♦♥ ♠♦❞❡ ✇✐$❤ $❤❡ ❳✲

!❛②. ❞✐✛!❛❝$♦♠❡$❡! ✭ ❛♥❛❧②$✐❝❛❧ ❳✬ ❊❘❚ ▼❘❉ ✭❳▲✮✮✳ ■♥ ♣❛!$✐❝✉❧❛!✱ ❛ ❘♦❝❦✐♥❣

❈✉!✈❡ ✭❘❈✮ ♠❡❛.✉!❡♠❡♥$ ♦❢ $❤❡ ✭✶✶✶✮ ♣❧❛♥❡. ✇❛. ♣❡!❢♦!♠❡❞ ✇✐$❤ ❛ ✽✲❦❡❱ ❳✲!❛②.

❜❡❛♠ ❞❡❧✐✈❡!❡❞ ❜② ❛ $✉❜❡ ✇✐$❤ ❈✉ $❛!❣❡$ $❤!♦✉❣❤ ❛ ●♦❡❜❡❧ ♠✐!!♦! ❬✽✾❪ ❢♦❧❧♦✇❡❞
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❜② ❛ ❢♦✉& ❜♦✉♥❝❤ ❇❛&+❡❧. ❣❡&♠❛♥✐✉♠ ♠♦♥♦❝❤&♦♠❛+♦& ❬✾✵❪✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧ ✇✐❞❤+ ❤❛❧❢

♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ +❤❡ &♦❝❦✐♥❣ ❝✉&✈❡ ♣&♦✈✐❞❡. ❛♥ ❡.+✐♠❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ♦❢ +❤❡

✭✶✶✶✮ ♣❧❛♥❡.✳ ❚❤❡ ❘❈ ❝❤❛&❛❝+❡&✐③❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❝&②.+❛❧ .+✉❞✐❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✼✷❪ ✐. .❤♦✇♥

✐♥ ✜❣✳ ✷✳✹✵✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✸✾✿ ❙✉"❢❛❝❡ ❝❤❛"❛❝(❡"✐③❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ (❤✐❝❦ ◗▼ ❝"②1(❛❧ ✉1❡❞ ❢♦" ❈❊❘◆ ❛♣♣❧✐❝❛✲

(✐♦♥✱ ♣❡"❢♦"♠❡❞ ✇✐(❤ ✇❤✐(❡✲❧✐❣❤( ✐♥(❡"❢❡"♦♠❡("② ✭❱❡❡❝♦ ◆❚✶✶✵✵✮✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✹✵✿ ❘♦❝❦✐♥❣ ❈✉"✈❡ ♠❡❛1✉"❡♠❡♥( ♦❢ (❤❡ ✭✶✶✶✮ ♣❧❛♥❡1✳ ❚❤❡ ♠❡❛1✉"❡❞ ❝"②1(❛❧

♣❧❛(❡ ✐1 ✻✵ µm (❤✐❝❦✱ (❤❡"❡❢♦"❡ ✭✶✶✶✮ ♣❧❛♥❡1 ❛"❡ ❜❡♥( ✇✐(❤ ❛ "❛❞✐✉1 ♦❢ ✶✹✾ ♠♠✳ ❆❞❛♣(❡❞

❢"♦♠ ❘❡❢✳ ❬✻✾❪✳

✻✾



✷✳✺ ❚❤✐♥ ✢❛) *✐❧✐❝♦♥ ♠❡♠❜1❛♥❡*

▼❡♠❜$❛♥❡' ♦❢ ♠✐❝$♦♠❡,$✐❝ ❧❛,❡$❛❧ '✐③❡ ❛♥❞ ♥❛♥♦♠❡,$✐❝ ,❤✐❝❦♥❡'' ♦✛❡$ ✇✐❞❡ ♦♣♣♦$✲

,✉♥✐,✐❡' ✐♥ ❜❛'✐❝ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ $❡'❡❛$❝❤✱ ❛' ✇❡❧❧ ❛' ✐♥ ,❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ '❡❡ ❡✳❣✳✱ ,❤❡ $❡✈✐❡✇

❬✶✵✻❪✳ ■♥ ❢❛❝,✱ '✉❝❤ ',$✉❝,✉$❡' ❡①❤✐❜✐, ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧✱ ❡❧❡❝,$✐❝❛❧✱ ,❤❡$♠❛❧ ❛♥❞ ♦♣,✐❝❛❧

♣$♦♣❡$,✐❡' ✇❤✐❝❤ ❛$❡ ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❜✉❧❦ ♠❛,❡$✐❛❧' ❬✶✵✼✕✶✶✶❪✳ ❉✉❡ ,♦ ,❤❡✐$ ❧✐♠✐,❡❞

❧❛,❡$❛❧ '✐③❡ '✉❝❤ ',$✉❝,✉$❡' ❛$❡ ✈❡$② ❞✐✣❝✉❧, ,♦ ❤❛♥❞❧❡ ❛♥❞ ,♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛,❡✳

❚❤❡ ,❡❝❤♥♦❧♦❣② ♦❢ ♠❡♠❜$❛♥❡ ❢❛❜$✐❝❛,✐♦♥ ❤❛' ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦✐,❡❞ ,♦ ♣$♦❞✉❝❡ ,❤✐♥

',$❛✐❣❤, ❝$②',❛❧' ✇✐,❤ ♠✐❝$♦♠❡,$✐❝✲✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ♥❛♥♦♠❡,$✐❝✲ ,❤✐❝❦♥❡'' ❢♦$ ❝❤❛♥♥❡❧✲

✐♥❣ ❡①♣❡$✐♠❡♥,'✳ ❈♦❤❡$❡♥, ✐♥,❡$❛❝,✐♦♥' ❛$❡ ',✉❞✐❡❞ ✐♥ ',$❛✐❣❤, ❝$②',❛❧' ♠❛✐♥❧②

✇✐,❤ ,❤❡ ♣✉$♣♦'❡ ♦❢ ❤✐❣❤✲✐♥,❡♥'✐,② ♣$♦❞✉❝,✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝,$♦♠❛❣♥❡,✐❝ $❛❞✐❛,✐♦♥ '✉❝❤

❛' ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ $❛❞✐❛,✐♦♥ ❬✶✶✷❪ ❛♥❞ ❝♦❤❡$❡♥, ❜$❡♠'',$❛❤❧✉♥❣ ❬✶✶✸❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝♦❤❡$❡♥,

✐♥,❡$❛❝,✐♦♥' $❡'✉❧, ✐♥ ♠♦$❡ ✐♥,❡♥'❡ ❛♥❞✱ ✐♥ '♦♠❡ ❝❛'❡'✱ ♠♦$❡ ♠♦♥♦❝❤$♦♠❛,✐❝ $❛❞✐✲

❛,✐♦♥ ❣❡♥❡$❛,✐♦♥ ,❤❛♥ ✇♦✉❧❞ ♦❝❝✉$ ❢♦$ ,❤❡ ❝❛'❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡♥,✐♦♥❛❧ ❜$❡♠'',$❛❤❧✉♥❣ ✐♥

❛♥ ❛♠♦$♣❤♦✉' ♠❛,❡$✐❛❧ ❬✶✶✹❪✳

■♥ ,❤❡ $❡❝❡♥, ♣❛',✱ ,❤✐♥ ♠❡♠❜$❛♥❡' ✇❡$❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦$ ❝❤❛$❣❡❞ ♣❛$,✐❝❧❡ ❜❡❛♠

♠❛♥✐♣✉❧❛,✐♦♥ ❛' ❛♥ ❛❧,❡$♥❛,✐✈❡ '❝❤❡♠❡ ✇✐,❤ $❡'♣❡❝, ,♦ ❜❡♥, ❝$②',❛❧'✳ ■♥❞❡❡❞✱ ,❤❡

,$❛❥❡❝,♦$✐❡' ♦❢ ❝❤❛$❣❡❞ ♣❛$,✐❝❧❡' ❝♦♥✜♥❡❞ ✉♥❞❡$ ♣❧❛♥❛$ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ $❡❣✐♠❡ ❬✶✷❪ ✐'

❝❤❛$❛❝,❡$✐③❡❞ ❜② ♦'❝✐❧❧❛,✐♦♥' ✇❤♦'❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣,❤ ✭λ✮ ✐' ❛ ❢✉♥❝,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ♣❛$,✐❝❧❡
❡♥❡$❣② ❛♥❞ ,❤❡ ✐♠♣❛❝, ♣❛$❛♠❡,❡$ ♦♥ ,❤❡ ❛,♦♠✐❝ ♣❧❛♥❡'✳ ❋♦$ ♣♦'✐,✐✈❡❧② ❝❤❛$❣❡❞

♣❛$,✐❝❧❡' ✐, ❤♦❧❞' λ ∼ dp

√

pv/2U ✱ ❛' '❤♦✇♥ ✐♥ ✇❤❡$❡ dp ✐' ,❤❡ ✐♥,❡$✲♣❧❛♥❛$ ❞✐',❛♥❝❡✱

p ,❤❡ ♣❛$,✐❝❧❡ ♠♦♠❡♥,✉♠✱ v ,❤❡ ♣❛$,✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐,② ❛♥❞ U ,❤❡ ✐♥,❡$♣❧❛♥❛$ ♣♦,❡♥,✐❛❧✳
❚'②❣❛♥♦✈ ❛♥❞ ❚❛$❛,✐♥ ♣$❡❞✐❝,❡❞ ,❤❡ ♣♦''✐❜✐❧✐,② ,♦ ❞❡✢❡❝, ✾✵✵ ●❡❱✴❝ ♣$♦,♦♥' ❜②

♠❡❛♥' ♦❢ ❛♥ ✉♥❜❡♥, ❝$②',❛❧ ✇✐,❤ ,❤✐❝❦♥❡'' ❡V✉❛❧' ❤❛❧❢ ♦❢ ,❤❡ ♦'❝✐❧❧❛,✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣,❤

❬✶✶✺❪✳ ❖♥❧② $❡❝❡♥,❧②✱ ,❤❛♥❦' ,♦ ,❤❡ ❛❞✈❡♥, ♦❢ '♦♣❤✐',✐❝❛,❡❞ ,❡❝❤♥✐V✉❡' ❢♦$ ❝$②',❛❧

❢❛❜$✐❝❛,✐♦♥ ❬✻✼❪✱ ,❤✐' ♠✐$$♦$✐♥❣ ❡✛❡❝, ✇❛' ♣$♦✈❡♥ ,♦ ✇♦$❦ ❬✻✻❪ ❢♦$ ♥♦♥✲$❡❧❛,✐✈✐',✐❝

♣$♦,♦♥' ♦❢ ✷ ▼❡❱ ❦✐♥❡,✐❝ ❡♥❡$❣② ✐♥ ❛ ✾✷✲♥♠✲,❤✐❝❦ ❙✐ ❝$②',❛❧ ❛, ,❤❡ ❆◆✷✵✵✵ ❛❝❝❡❧❡$✲

❛,♦$ ♦❢ ,❤❡ ▲◆▲ ❧❛❜♦$❛,♦$✐❡' ♦❢ ■◆❋◆✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ,❤✐' $❡'✉❧,✱ ,❤❡ ❡✛❡❝,✐✈❡♥❡'' ♦❢ ,❤❡

♠✐$$♦$ ❡✛❡❝, ❢♦$ ✹✵✵ ●❡❱✴❝ ♣$♦,♦♥' ✐♥ ❛ ✷✻✳✺✲µ♠✲,❤✐❝❦ ❙✐ ❝$②',❛❧ ❤❛' ❜❡❡♥ ',✉❞✐❡❞
✐♥ ❛♥ ❡①♣❡$✐♠❡♥, ❛, ,❤❡ ❡①,❡$♥❛❧ ❧✐♥❡' ♦❢ ❈❊❘◆✲❙_❙ ❬✻✽❪✱ ♠❛❦✐♥❣ ,❤❡ ♠✐$$♦$ ❡✛❡❝,

❛♥ ❛,,$❛❝,✐✈❡ ❛❧,❡$♥❛,✐✈❡ ,♦ ❜❡♥, ❝$②',❛❧' ❢♦$ ❡✣❝✐❡♥, ♠❛♥✐♣✉❧❛,✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤✲❡♥❡$❣②

♣❛$,✐❝❧❡'✳

■ $❡❝❡♥,❧② ♠❛♥✉❢❛❝,✉$❡❞ '✐♠✐❧❛$ ❝$②',❛❧❧✐♥❡ ♠❡♠❜$❛♥❡' ❢♦$ ❛♥ ❡①♣❡$✐♠❡♥,❛❧

',✉❞② ❛✐♠❡❞ ,♦ ❞❡♠♦♥',$❛,❡ ,❤❡ ✐♥❝♦❤❡$❡♥, '❝❛,,❡$✐♥❣ '✉♣♣$❡''✐♦♥ ❜② ❝♦❧❧✐'✐♦♥ ❝♦$✲

$❡❧❛,✐♦♥' ✐♥ ♦$✐❡♥,❡❞ ❝$②',❛❧'✳ ■♥ ♣❛$,✐❝✉❧❛$✱ ❝$②',❛❧❧✐♥❡ ♠❡♠❜$❛♥❡' ✇✐,❤ ❛ ,❤✐❝❦♥❡''

♦❢ ❛❜♦✉, ✸✵ µ♠ ✇❡$❡ ♣$♦❞✉❝❡❞ ❢♦$ ❛ '❝❛,,❡$✐♥❣ ❡①♣❡$✐♠❡♥, ✇✐,❤ ,❤❡ '✉❜✲●❡❱ ❡❧❡❝✲
,$♦♥ ❜❡❛♠ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛, ▼❆▼■✳ ❚♦ ❞♦ ❛♥ ❡✛❡❝,✐✈❡ ❝♦♠♣❛$✐'♦♥ ❜❡,✇❡❡♥ '❝❛,,❡$✐♥❣

✐♥ ♠✐'❛❧✐❣♥❡❞ ❝$②',❛❧' ❛♥❞ ❛♠♦$♣❤♦✉' '✐❧✐❝♦♥✱ ✇❡ ♣$♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦$❛,✐♦♥ ✇✐,❤

▲◆▲ '♦♠❡ ❛♠♦$♣❤♦✉' '✐❧✐❝♦♥ ♠❡♠❜$❛♥❡' ✇✐,❤ ,❤❡ '❛♠❡ ❡✛❡❝,✐✈❡ ,❤✐❝❦♥❡'' ❛❧♦♥❣

,❤❡ ❜❡❛♠✱ ✐✳❡✳ ,❤❡ '❛♠❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❛,♦♠' ♣❡$ ✉♥✐, ♦❢ ❛$❡❛✳ ❙✐♥❝❡ ,❤❡ ❡✛❡❝, ✇❡ ❛$❡

'❡❡❦✐♥❣ ❢♦$ ❝♦$$❡'♣♦♥❞' ,♦ ❛ ✜♥❡ ❝♦$$❡❝,✐♦♥✱ ❛ ♣❛$,✐❝✉❧❛$ ❝❛$❡ ✐♥ '❛♠♣❧❡ ♣$❡♣❛$❛✲

✼✵



❋✐❣✉$❡ ✷✳✹✶✿ ✭❛✮ ❙❦❡&❝❤ ♦❢ &❤❡ ✉❧&-❛✲&❤✐♥ ❙✐ ❝-②2&❛❧ &❤❛& ❤✐❣❤❧✐❣❤&2 &❤❡ ❝-②2&❛❧❧♦❣-❛♣❤✐❝

♦-✐❡♥&❛&✐♦♥2❀ &❤❡ ❛--♦✇2 ✐♥❞✐❝❛&❡ &❤❡ ❞✐-❡❝&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♠✐--♦-❡❞ ♣-♦&♦♥ ❜❡❛♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠✲

♣✐♥❣❡2 ♦♥ ❛♥ ❛❝&✐✈❡ ❛-❡❛ ✹  ✹ ♠♠✷ ❧❛-❣❡ ❛♥❞ ✷✻✳✺ µ♠ &❤✐❝❦✱ 2✉--♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ✺✵✵ µ♠

&❤✐❝❦ ❢-❛♠❡✳ ✭❜✮ B✐❝&✉-❡ ♦❢ &❤❡ &❤✐♥ ❙✐ ❝-②2&❛❧✳ ✭❝✮ ▲❛&❡-❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ &❤❡ ❝-②2&❛❧✱ ✇✐&❤

❝-②2&❛❧❧♦❣-❛♣❤✐❝ ♦-✐❡♥&❛&✐♦♥ ❤✐❣❤❧✐❣❤&❡❞❀ ❛--♦✇2 -❡♣-❡2❡♥& &❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❞ ♦✉&❣♦✐♥❣ ❞✐✲

-❡❝&✐♦♥ ♦❢ ♣❛-&✐❝❧❡ ❜❡❛♠ ♠✐--♦-❡❞ ❜② &❤❡ ❙✐ ✭✵✵✶✮ ❝-②2&❛❧ ♣❧❛♥❡2 ✭❞❛2❤❡❞ ❧✐♥❡2✮✳ ❚❤❡ ✜❣✉-❡

✐2 ❛❞❛♣&❡❞ ❢-♦♠ ❘❡❢✳ ❬✻✽❪✳ ❙❡❡ &❡①& ❢♦- &❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝&✉-✐♥❣ ♣-♦❝❡❞✉-❡ ❞❡&❛✐❧2✳

 ✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤ ♣*❡❝✐-✐♦♥ ✐♥  ❤❡ ❡- ✐♠❛ ✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧  ❤❡ ❡①♣❡*✐♠❡♥ ❛❧ ♣❛*❛♠❡ ❡*-✱

-✉❝❤ ❛- -❛♠♣❧❡  ❤✐❝❦♥❡-- ❛♥❞ ❞❡♥-✐ ②✱ ✐- ❞❡♠❛♥❞❡❞✳ ■♥  ❤✐- -❡❝ ✐♦♥ ■ ✇✐❧❧ ♣*♦✈✐❞❡

❛ ❞❡-❝*✐♣ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ ❢❛❜*✐❝❛ ✐♦♥ ♣*♦❝❡❞✉*❡ ❛♥❞ ♦❢  ❤❡ ❝❤❛*❛❝ ❡*✐③❛ ✐♦♥ ♠❡ ❤♦❞- ❢♦*

❡✐ ❤❡* ❝*②- ❛❧❧✐♥❡✲ ❛♥❞ ❛♠♦*♣❤♦✉-✲ -✐❧✐❝♦♥ ♠❡♠❜*❛♥❡-✳

✷✳✺✳✶ ❋❛❜'✐❝❛*✐♦♥ ♦❢ ❝'②/*❛❧❧✐♥❡ ♠❡♠❜'❛♥❡/

❆- ❞❡-❝*✐❜❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✻✽❪✱  ❤❡ ♣*✐♠❡ ♠❛ ❡*✐❛❧ ❢♦* ❝*②- ❛❧❧✐♥❡ ♠❡♠❜*❛♥❡- ❢❛❜*✐❝❛ ✐♦♥

✇❛- ❛ ✭✶✵✵✮ ♦*✐❡♥ ❡❞ ❙✐ ✇❛❢❡*✳ ❙ ❛* ✐♥❣ ✇❛❢❡* ✇❛-  ❤❡♥  *❡❛ ❡❞  ❤*♦✉❣❤  ❡❝❤♥✐G✉❡-

❜♦**♦✇❡❞ ❢*♦♠ -✐❧✐❝♦♥ ♠✐❝*♦♠❛❝❤✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡-❝*✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✶✳✷✳ ■♥ ♣❛* ✐❝✉❧❛*✱

❛ ❙✐ ❝*②- ❛❧ ✇✐ ❤ ❧❛ ❡*❛❧ -✐③❡- ♦❢ ✹×✹ ♠♠

2
✇❛- ❢❛❜*✐❝❛ ❡❞ ✈✐❛ ❛♥✐-♦ *♦♣✐❝ ❡ ❝❤✐♥❣

❬✻✺❪ ✭-❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✹✶❛✮✳ ❆❧❧  ❤❡ ✇❛❢❡* -✉*❢❛❝❡- ✇❡*❡ ❝♦❛ ❡❞ ✇✐ ❤ ✶✵✵ ♥♠ -✐❧✐❝♦♥

♥✐ *✐❞❡ ❞❡♣♦-✐ ❡❞  ❤*♦✉❣❤ ❧♦✇✲♣*❡--✉*❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✈❛♣♦* ❞❡♣♦-✐ ✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛-  ❤❡♥

♣❛  ❡*♥❡❞  ❤*♦✉❣❤ ♣❤♦ ♦❧✐ ❤♦❣*❛♣❤②  ❡❝❤♥✐G✉❡-  ♦ *❡♠♦✈❡  ❤❡ ❝♦❛ ❡❞ ✜❧♠ ❢*♦♠

-❡❧❡❝ ❡❞ ❛*❡❛-✳ ❚❤❡ ❧❛ ❡*❛❧ -✐③❡ ♦❢  ❤❡ ❝*②- ❛❧ ✇❛- ♦♣ ✐♠✐③❡❞  ♦ ♦❜ ❛✐♥ ❛  ❤✐♥

-✐❧✐❝♦♥ ♠❡♠❜*❛♥❡ -✉**♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❜✉❧❦② ❢*❛♠❡ ♦❢ ✺✵✵ µ♠✱ ✐♥ -✉❝❤ ❛ ✇❛②  ♦ ❛--✉*❡

❡❛-② ❤❛♥❞❧✐♥❣ ❛♥❞  ♦ ♣*❡✈❡♥ ❞❡❢♦*♠❛ ✐♦♥- ✭♦* ❜*❡❛❦✐♥❣✮ ♦❢  ❤❡ ❝*②- ❛❧ ❞✉*✐♥❣  ❤❡

❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❡①♣❡*✐♠❡♥ ✳ ❚❤❡ ✇❛❢❡* ✇❛- ✐♠♠❡*-❡❞ ✐♥ ❛ ❑❖❍ -♦❧✉ ✐♦♥✱ *❡-✉❧ ✐♥❣ ✐♥

✼✶



 ❤✐♥♥✐♥❣ ♦❢  ❤❡ ✉♥❝♦❛ ❡❞ ❛,❡❛-✳ ❆ ♣,❡❝✐-❡ ❝❛❧✐❜,❛ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ -✐❧✐❝♦♥ ❡ ❝❤✐♥❣ ,❛ ❡

❛❧❧♦✇❡❞ - ♦♣♣✐♥❣  ❤❡  ❤✐♥♥✐♥❣ ♣,♦❝❡-- ♦♥❝❡ ❛♥ ✉❧ ,❛✲ ❤✐♥ -✐❧✐❝♦♥ ♠❡♠❜,❛♥❡ ✇✐ ❤

 ❤❡ ❞❡-✐,❡❞  ❤✐❝❦♥❡-- ✇❛- ❧❡❢ ✳ ❋✐❣✳ ✷✳✹✶❜ -❤♦✇- ❛ ♣✐❝ ✉,❡ ♦❢  ❤❡ ❙✐ ♠❡♠❜,❛♥❡

♠❛♥✉❢❛❝ ✉,❡❞ ❢♦, ♣,♦✈✐♥❣  ❤❡ ♠✐,,♦,✐♥❣ ❡✛❡❝ ❛ ❈❊❘◆ ❬✻✽❪✳

✷✳✺✳✷ ❋❛❜&✐❝❛)✐♦♥ ♦❢ ❛♠♦&♣❤♦✉1 ♠❡♠❜&❛♥❡1

❚❤❡ ♣,✐♠❡ ♠❛ ❡,✐❛❧ ❢♦, ❛♠♦,♣❤♦✉- ♠❡♠❜,❛♥❡- ❢❛❜,✐❝❛ ✐♦♥ ✇❛- ❛ ,❛♥❞♦♠❧② ♦,✐✲

❡♥ ❡❞ ❙✐ ✇❛❢❡,✳ ❆❧❧  ❤❡ ✇❛❢❡, -✉,❢❛❝❡- ✇❡,❡ ❝♦❛ ❡❞ ✇✐ ❤ ✶✵✵ ♥♠ -✐❧✐❝♦♥ ♥✐ ,✐❞❡

✭❙✐3◆4✮ ❞❡♣♦-✐ ❡❞  ❤,♦✉❣❤ ❧♦✇✲♣,❡--✉,❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✈❛♣♦, ❞❡♣♦-✐ ✐♦♥✳ ❆ ✸✵ µ♠ ❧❛②❡,

♦❢ ❛♠♦,♣❤♦✉- -✐❧✐❝♦♥ ✐- ❞❡♣♦-❡❞ ♦♥ ♦ ♦♥❡ -✐❞❡ ♦❢  ❤❡ ✇❛❢❡, ❜② ♠❡❛♥- ♦❢ ❛ -♣✉ ✲

 ❡,✐♥❣ ❞❡♣♦-✐ ✐♦♥ ❬✶✶✻❪✱ ♣,♦✈✐❞❡❞ ❜② ▲◆▲✳ ❉✉❡  ♦  ❤❡ ❞✐✛❡,❡♥  ❤❡,♠❛❧ ❡①♣❛♥-✐♦♥

❝♦❡✣❝✐❡♥ ❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡ -✐❧✐❝♦♥ ✇❛❢❡, ❛♥❞  ❤❡ ❞❡♣♦-✐ ❡❞ ❛♠♦,♣❤♦✉- ✜❧♠✱  ❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣

❞♦✇♥ ♦❢  ❤❡ ❝,②- ❛❧ ❛❢ ❡,  ❤❡ ❞❡♣♦-✐ ✐♦♥ ✐- ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛  ❡♥-✐❧❡ - ,❡-- ♦♥  ❤❡

❙✐ -✉❜- ,❛ ❡✳ ❚❤✐- ❡✛❡❝ ❤❛- ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② - ✉❞✐❡❞ ✐♥ -✐❧✐❝♦♥ ✐♥❞✉- ,②✱ -✐♥❝❡ ✐ ✐- ❝♦♥✲

-✐❞❡,❡❞ ❛ ♣❛,❛-✐ ✐❝ ❡✛❡❝ ♦❢ ✜❧♠ ❞❡♣♦-✐ ✐♦♥✳ ■♥ ♣❛, ✐❝✉❧❛,✱ ❛- -❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✹✷✱

✇❛❢❡, ❛--✉♠❡❞ ❛ ❝✐❧✐♥❞,✐❝❛❧ -❤❛♣❡ ✇✐ ❤ ❛ ❝✉,✈❛ ✉,❡ ,❛❞✐✉- ♦❢ ❛❜♦✉ ✷✹ ❝♠✱ ♠❡❛✲

-✉,❡❞ ✇✐ ❤  ❤❡ ❱❡❡❝♦ ✇❤✐ ❡ ❧✐❣❤ ✐♥ ❡,❢❡,♦♠❡ ❡,✳ ❆  ❤❡,♠❛❧ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♣,♦❝❡❞✉,❡

✇❛- ❞♦♥❡  ♦ ,❡❧❛①  ❤❡ ❛♠♦,♣❤♦✉- ❧❛②❡,✳ ❚❤❡ ♣,♦❝❡❞✉,❡ ❝♦-✐- ❡❞ ♦♥ ❤❡❛ ✐♥❣ ❛❧❧  ❤❡

- ,✉❝ ✉,❡  ♦ ✺✵✵

◦
✱ ❛♥❞  ❤❡♥ ♦♥ ❛ -❧♦✇ ❝♦♦❧✐♥❣ ❞♦✇♥✱ ✐♥ ♦,❞❡,  ♦ ❛✈♦✐❞  ❤❡ ❢♦,♠❛ ✐♦♥

♦❢ ❝,②- ❛❧❧✐♥❡ ❞♦♠❛✐♥- ✐♥ ♦  ❤❡ ✜❧♠✳ ❖♥❝❡ - ,❡-- ✐- ,❡❧❛①❡❞✱ -V✉❛,❡❞ -❛♠♣❧❡- ✇✐ ❤

✶✵ ♠♠×✶✵ ♠♠ ♦❢ -❤❛♣❡ ✇❡,❡ ❞✐❝❡❞ ✇✐ ❤  ❤❡ ❉❆❉ ❉✐-❝♦ ✸✷✷✵ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛ ❙❙▲

✭-❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✹✸✮✳ ❙V✉❛,❡❞ -❛♠♣❧❡- ✇❡,❡  ❤❡♥ ♠❛-❦❡❞ ✇✐ ❤ ❑❛♣ ♦♥  ❛♣❡ ✐♥ -✉❝❤ ❛

✇❛②  ♦ ❝♦✈❡,  ❤❡ ❡♥ ✐,❡ -❛♠♣❧❡ ❡①❝❡♣ ❛ ❝✐,❝✉❧❛, -♣♦ ♦❢ ❛❜♦✉ ✸ ♠♠ ♦❢ ❞✐❛♠❡ ❡,

♦♥  ❤❡ ♦♣♣♦-✐ ❡ -✐❞❡ ✇✐ ❤ ,❡-♣❡❝  ♦  ❤❡ ❛♠♦,♣❤♦✉- ❧❛②❡,✱ ❛- -❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✹✹✭❛✮✳

■♥ ♦,❞❡,  ♦ ,❡♠♦✈❡  ❤❡ ❜✉❧❦② -✐❧✐❝♦♥ ✐♥  ❤❡ ,❡❣✐♦♥ ♦❢  ❤❡ ❝✐,❝✉❧❛, -♣♦ ✱ ✇❡ ❡ ❝❤❡❞

 ❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝,②- ❛❧ ✐♥ ❛♥ ❛❝✐❞ -♦❧✉ ✐♦♥ ♠❛❞❡ ♦❢ ❍❋✱ ❍◆❖3✱ ❛♥❞ ❈❍3❈❖❖❍ ✭❍◆❆✮

❬✶✶✼❪✳ ❙✉❝❤ ❡ ❝❤✐♥❣ ♠✐① ✉,❡ ✐- ✇✐❞❡❧② ✉-❡❞ ✐♥ -✐❧✐❝♦♥ ♠✐❝,♦♠❛❝❤✐♥✐♥❣✳ ◆✐ ,✐❝ ❛❝✐❞

,❡❛❞✐❧② ♦①✐❞✐③❡- ❙✐  ♦ ❙✐❖2✱ ✇❤✐❝❤ ✐- ❡,♦❞❡❞ ❜② ❍❋✱ ❛❝❡ ✐❝ ❛❝✐❞ -❡,✈❡- ❛- ❛ -♦❧✈❡♥ 

❛♥❞ ♠❛❦❡-  ❤❡ ,❡❛❝ ✐♦♥ ♠♦,❡ ❝♦♥ ,♦❧❧❛❜❧❡✳ ❙✉❝❤ ❡ ❝❤✐♥❣ ♠✐① ✉,❡ ✐- ♣❛, ✐❝✉❧❛,❧②

-✉✐ ❡❞  ♦ ❡ ❝❤ -✐❧✐❝♦♥ ✐-♦ ,♦♣✐❝❛❧❧②✱ ✐✳❡✳ ✇✐ ❤  ❤❡ -❛♠❡ ,❛ ❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥ ❧② ♦❢  ❤❡

❝,②- ❛❧❧♦❣,❛♣❤✐❝ ♦,✐❡♥ ❛ ✐♦♥✳ ❙✐❧✐❝♦♥ ❡ ❝❤✐♥❣ ♣,♦❝❡❡❞-  ❤,♦✉❣❤  ❤❡ ,❡❛❝ ✐♦♥ -❤♦✇♥

✐♥ ❊V✳ ✷✳✾✳

3Si + 12HF + 4HNO3 → 3SiF4 + 4NO + 8H2O ✭✷✳✾✮

❚❤❡ ,❡❛❝ ✐♦♥ ♣,♦❝❡❡❞-  ✐❧❧  ❤❡ ❜✉❧❦② ❢,❛♠❡ ✐- ❝♦♠♣❧❡ ❡❧② ,❡♠♦✈❡❞ ✐♥  ❤❡ ,❡❣✐♦♥

♦❢ ✐♥ ❡,❡- ✳ ❚❤❡ ❛♠♦,♣❤♦✉- ❧❛②❡, ✐- ♥♦ ❡ ❝❤❡❞ ❜②  ❤❡ ❍◆❆ -♦❧✉ ✐♦♥ -✐♥❝❡ ✐ 

✐- ♣,♦ ❡❝ ❡❞ ❜②  ❤❡ -✐❧✐❝♦♥ ♥✐ ,✐❞❡ ❧❛②❡,✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝ - ❛- ❡ ❝❤✲- ♦♣♣❡,✳ ❖♥❝❡ ❞♦♥❡

 ❤❛ ✱  ❤❡ ❡ ❝❤✲- ♦♣♣✐♥❣ ❧❛②❡, ✐- ,❡♠♦✈❡❞ ✇✐ ❤ ❍❋✱ ❛♥❞ ❑❛♣ ♦♥  ❛♣❡ ✐- ,✐♣♣❡❞ ♦✉ ✳

❲✐ ❤  ❤✐- ♣,♦❝❡❞✉,❡✱  ❤✐♥ ❛♠♦,♣❤♦✉- ❙✐ ♠❡♠❜,❛♥❡- ✇✐ ❤ ❛ ❞✐❛♠❡ ❡, ♦❢ ∼ ✸ ♠♠

✼✷



✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✷✳✹✷✿ ❘❡"✉❧% ♦❢ ❛♠♦*♣❤♦✉" "✐❧✐❝♦♥ ❞❡♣♦"✐%✐♦♥ ✭❛✮✳ ■♥%❡*❢❡*♦♠❡%*✐❝ ❝❤❛*❛❝%❡*✐③❛✲

%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ "✉*❢❛❝❡ "❤♦✇" ❛ ❝②❧✐♥❞*✐❝❛❧ ♣*♦✜❧❡ ✇✐%❤ ❜❡♥❞✐♥❣ *❛❞✐✉" ♦❢ ∼ ✷✹ ❝♠✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✷✳✹✸✿ ❉✐❝✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡ ❉❆❉ ❉✐"❝♦ ✸✷✷✵ ✭❛✮ ✉"❡❞ %♦ ❝✉% ✶✵ ♠♠×✶✵ ♠♠ "C✉❛*❡❞

"❛♠♣❧❡" ✭❜✮✳ ❚❤✐" ♦♣❡*❛%✐♦♥ ✐" ❞♦♥❡ ❛❢%❡* %❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♣*♦❝❡""✳

 ✉""♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛  ♦❧✐❞ ❙✐  ✉♣♣♦". ❛"❡ ♦❜.❛✐♥❡❞✱ ❛  ❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✹✹✭❜✮✳

✷✳✺✳✸ ❈❤❛'❛❝)❡'✐③❛)✐♦♥ ♦❢ ♠❡♠❜'❛♥❡2

❈"② .❛❧❧✐♥❡ ♠❡♠❜"❛♥❡ "❡❛❧✐③❡❞ ❢♦" ♣"♦✈✐♥❣ .❤❡ ♠✐""♦"✐♥❣ ❡✛❡❝. ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤❛"❛❝✲

.❡"✐③❡❞ ✐♥ .❤❡ ♣❛ . ❜② ♠❡❛♥ ♦❢ ❍❘❳❘❉ ❛♥❞ ♣❧❛♥❛" ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ♦❢ ✷ ▼❡❱ ♣"♦.♦♥ ✱

❛ ❞❡ ❝"✐❜❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✻✼❪✳ ❙✉❝❤ ❝❤❛"❛❝.❡"✐③❛.✐♦♥ ♣"♦✈❡❞ ❜♦.❤ .❤❡ ❤✐❣❤ ❝"② .❛❧❧✐♥❡

K✉❛❧✐.② ♦❢ .❤❡ ♠❡♠❜"❛♥❡ ❛♥❞ .❤❡ ♣♦  ✐❜✐❧✐.② .♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛.❡ ."❛❥❡❝.♦"✐❡ ♦❢ ❤✐❣❤

❡♥❡"❣② ♣❛".✐❝❧❡ ❜❡❛♠ ❜② ♠❡❛♥ ♦❢ ✉♥❜❡♥. ❝"② .❛❧ ✳

❆✐♠❡❞ .♦ .❤❡  .✉❞② ♦❢ ✐♥❝♦❤❡"❡♥.  ❝❛..❡"✐♥❣  ✉♣♣"❡  ✐♦♥ ✐♥ ♦"✐❡♥.❡❞ ❝"② .❛❧ ♦♥

✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛"❡  .✐❧❧ ✇♦"❦✐♥❣ ♦♥✱ ❛ ♣"❡❝✐ ❡ ❞❡.❡"♠✐♥❛.✐♦♥ .❤❡ ♥✉♠❜❡" ♦❢ ❛.♦♠ ✐♥ .❤❡
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✷✳✹✹✿ ❙!✉❛$❡ &❛♠♣❧❡& ♠❛&❦❡❞ ✇✐.❤ ❑❛♣.♦♥ .❛♣❡ ❢♦$ ✇❡. ❡.❝❤✐♥❣ ✭❛✮✳ ❋✐♥❛❧ $❡&✉❧.

♦❢ ❢❛❜$✐❝❛.✐♦♥ ♣$♦❝❡❞✉$❡ ✭❜✮✳

❜❡❛♠ ❞✐&❡❝(✐♦♥ ❜♦(❤ ❢♦& ❛♠♦&♣❤♦✉/ ❛♥❞ /✐❧✐❝♦♥ ✐/ ♥❡❡❞❡❞✳ ❚♦ ❞♦ (❤❛(✱ ■ ♣❡&❢♦&♠❡❞

(❤✐❝❦♥❡// ❛♥❞ ❞❡♥/✐(② ♠❡❛/✉&❡♠❡♥(/✳ ❆ ♠❛♣ ♦❢ (❤✐❝❦♥❡// ♦❢ (❤❡ ❡♥(✐&❡ ♠❡♠❜&❛♥❡

✇❛/ ♠❡❛/✉&❡❞ ✇✐(❤ ❛♥ ✐♥❢&❛&❡❞ ✐♥(❡&❢❡&♦♠❡(❡& ✭❋❖●❆▲❊ ❚✲▼❆A ✹✱ /❡❡ ❙❡❝✳ ✷✳✷✳✸

❢♦& ♠♦&❡ ❞❡(❛✐❧/ ♦♥ (❤❡ ✐♥/(&✉♠❡♥(✮✳ ❋✐❣✉&❡ ✷✳✹✺ /❤♦✇/ ❛ ✈❡&② ✜♥❡ (❤✐❝❦♥❡// ♠❛♣

✭✵✳✵✶×✵✳✵✶ ♠♠✮ ♦❢ ❛ ❝&②/(❛❧❧✐♥❡ ♠❡♠❜&❛♥❡ ✭❛✮ ❛♥❞ ❛♥ ❛♠♦&♣❤♦✉/ ♠❡♠❜&❛♥❡ ✭❜✮

&❡/♣❡❝(✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ (❤✐❝❦♥❡// ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡♠❜&❛♥❡ ✐♥ (❤❡ ❝❡♥(❡& ♦❢ (❤❡ /❛♠♣❧❡/ ✇❛/

❞❡(❡&♠✐♥❡❞ ✇✐(❤ ❛ ♣&❡❝✐/✐♦♥ ♦❢ ❧❡// (❤❛♥ ✸✵ ♥♠✳

❇❡/✐❞❡✱ ♣❤♦(♦♥ ❛((❡♥✉❛(✐♦♥ ♠❡❛/✉&❡♠❡♥(/ ✇❡&❡ ♣❡&❢♦&♠❡❞ ✇✐(❤ ❛ ♠♦♥♦❝❤&♦✲

♠❛(✐❝ ❛♥❞ ❝♦❧❧✐♠❛(❡❞ ✽✲❦❡❱ ①✲&❛②/ ❜❡❛♠ ❞❡❧✐✈❡&❡❞ ❜② ❛ ❤✐❣❤ &❡/♦❧✉(✐♦♥ ❳✲&❛②/

❞✐✛&❛❝(♦♠❡(❡& ✭A❛♥❛❧②(✐❝❛❧ ❳✬A❊❘❚ ▼❘❉ ✭❳▲✮✮ ✐♥(♦ (❤❡ ❝❡♥(❡& ♦❢ (❤❡ ♠❡♠✲

❜&❛♥❡/✱ ❛/ /❝❤❡♠❛(✐❝❛❧❧② /❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✹✻✳ A❤♦(♦♥ ✐♥(❡♥/✐(② ❛((❡♥✉❛(✐♦♥ ❝❛♥

❜❡ ❞❡/❝&✐❜❡❞ ✇✐(❤ (❤❡ ❇❡❡&✲▲❛♠❜❡&( ❧❛✇ ❬✶✶✽❪✱ ✐✳❡✳ (❤❡ ✐♥(❡♥/✐(② ❛/ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥(✐❛❧

❢✉♥❝(✐♦♥ ♦❢ (&❛✈❡&/❡❞ ❞✐/(❛♥❝❡✱ ❛/ /❤♦✇♥ ✐♥ ❊Y✳ ✷✳✶✵✳

I = I0 exp(−µlx) ✭✷✳✶✵✮

❙❡✈❡&❛❧ ❝②❝❧❡/ ♦❢ ✐♥(❡♥/✐(② ♠❡❛/✉&❡♠❡♥(/ ✭I✱ ✐♥(❡❣&❛(❡❞ ♦✈❡& ❛ ❧♦♥❣ ♣❡&✐♦❞ (♦

✐♠♣&♦✈❡ /(❛(✐/(✐❝/✮ ✇❡&❡ ❞♦♥❡✳ ❙✉❝❤ ♠❡❛/✉&❡♠❡♥(/ ✇❡&❡ ❛❧(❡&♥❛(❡❞ ✇✐(❤ ❞✐&❡❝(

❜❡❛♠ ✐♥(❡♥/✐(② ♠❡❛/✉&❡♠❡♥( ✭I0✮ ✐♥ ♦&❞❡& (♦ ❝♦♠♣❡♥/❛(❡ (❤❡ ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡ ❞&✐❢(

♦❢ (❤❡ ❜❡❛♠ ✐♥(❡♥/✐(② ✇❤✐❝❤ ♥♦&♠❛❧❧② ♦❝❝♦✉&/ ❞✉&✐♥❣ ❞❛(❛ (❛❦✐♥❣✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱ ❛♥

❛♥❣✉❧❛& /❝❛♥ ♦❢ (❤❡ /❛♠♣❧❡ ♦&✐❡♥(❛(✐♦♥ ✇❛/ ❞♦♥❡ ❢♦& ❝&②/(❛❧❧✐♥❡ ♠❡♠❜&❛♥❡/✱ ✐♥

♦&❞❡& (♦ ❛✈♦✐❞ /♦❧✐❞ /(❛(❡/ ❡✛❡❝(/ ✐♥ ❝&②/(❛❧/✱ ❛/ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✶✶✾❪✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ (❤✐❝❦♥❡//✲ ❛♥❞ ①✲&❛②/ ❛((❡♥✉❛(✐♦♥✲ ♠❡❛/✉&❡♠❡♥(/✱ ✇❡

✇❡&❡ ❛❜❧❡ (♦ ❡/(✐♠❛(❡ (❤❡ ❧✐♥❡❛& ❛((❡♥✉❛(✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥(✱ ✇❤✐❝❤ ✐/ ♣&♦♣♦&(✐♦♥❛❧ (♦

(❤❡ ❞❡♥/✐(② ♦❢ (❤❡ /❛♠♣❧❡✳ ■♥ ♣❛&(✐❝✉❧❛&✱ ❢♦& ❝&②/(❛❧❧✐♥❡ ♠❡♠❜&❛♥❡/ (❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥(
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✹✺✿ ❚❤✐❝❦♥❡'' ♠❡❛'✉+❡♠❡♥, ♦❢ ❛ ❙✐ ❝+②',❛❧❧✐♥❡ ♠❡♠❜+❛♥❡ ✭❛✮ ❛♥❞ ❛♥ ❛♠♦+✲

♣❤♦✉' ♠❡♠❜+❛♥❡ ✭❜✮ ♣❡+❢♦+♠❡❞ ✇✐,❤ ❋❖●❆▲❊ ❚✲▼❆@ ✹ ■♥❢+❛+❡❞ ■♥,❡+❢❡+♦♠❡,❡+✳

✇❛" ❡"$✐♠❛$❡❞ $♦ ❜❡ µl ❂ ✭✶✹✸✳✽✸±✵✳✵✻✮µ♠−1
✱ ✇❤✐❝❤ ✐" ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣9❡❡♠❡♥$ ✇✐$❤

$❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥$ ❧✐$❡9❛$✉9❡ ♦♥ $❤❡ $♦♣✐❝✱ 9❡♣♦9$❡❞ ✐♥ ❛ 9❡✈✐❡✇ ❜② ❈9❡❛❣❤ ❬✶✷✵❪✳ ❋♦9

$❤❡ ❛♠♦9♣❤♦✉" "♣❡❝✐♠❡♥"✱ ❞❡♥"✐$② ✇❛" ❢♦✉♥❞ $♦ ❜❡ ❛❜♦✉$ ✹% ❤✐❣❤❡9 ✇✐$❤ 9❡"♣❡❝$

$♦ ❝9②"$❛❧✳ ❚❤✐" 9❡"✉❧$ ✇❛" ❢♦✉♥❞ ❢♦9 ❛❧❧ $❤❡ "❛♠♣❧❡" ♦❜$❛✐♥❡❞ ✇✐$❤ ♦♥❡ ❞❡♣♦"✐$✐♦♥✳

❘❡"✉❧$" ♦❢ ❝❤❛9❛❝$❡9✐③❛$✐♦♥ ❛9❡ 9❡♣♦9$❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✻✳
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✹✻✿ ❳✲"❛②% ❛&&❡♥✉❛&✐♦♥ ♠❡❛%✉"❡♠❡♥& &❤"♦✉❣❤ %✐❧✐❝♦♥ ♠❡♠❜"❛♥❡%✳

❆!!❡♥✉❛!✐♦♥ ❚❤✐❝❦♥❡,, ✭µ♠✮ ❉❡♥,✐!② ✭✴❈4②✵✷✮

❈4②✵✷ ✵✳✻✶✶✻✺±✵✳✵✵✵✵✾ ✸✹✳✶✼✾±✵✳✵✶✶ ✶✳✵✵✵✵±✵✳✵✵✵✹
❈4②✵✽ ♥♦! ♠❡❛,✉4❡❞ ✷✾✳✸✷✺±✵✳✵✶✽ ,❛♠❡ ♦❢ ❈4②✵✷

❆♠♦✷✸ ✵✳✻✼✶✽✶±✵✳✵✵✵✵✾ ✷✻✳✻✻✻±✵✳✵✷✻ ✶✳✵✸✼✷±✵✳✵✵✶✵
❆♠♦✼✼ ✵✳✻✶✵✸✾±✵✳✵✵✵✵✾ ✸✷✳✾✺✶±✵✳✵✵✺ ✶✳✵✹✶✻±✵✳✵✵✵✸
❆♠♦✽✸ ✵✳✻✹✷✶✸±✵✳✵✵✵✵✽ ✷✾✳✼✶✼±✵✳✵✷✶ ✶✳✵✸✻✸±✵✳✵✵✵✽

❚❛❜❧❡ ✷✳✻✿ ❈❤❛"❛❝&❡"✐③❛&✐♦♥ ♦❢ ❝"②%&❛❧❧✐♥❡✲ ❛♥❞ ❛♠♦"♣❤♦✉%✲ %✐❧✐❝♦♥ ♠❡♠❜"❛♥❡%✳
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❈❤❛♣$❡& ✸

❈♦❤❡&❡♥$ ✐♥$❡&❛❝$✐♦♥, ♦❢ ,✉❜✲●❡❱

❛♥❞ ●❡❱ ❡❧❡❝$&♦♥, ❢♦& ❜❡❛♠ ,$❡❡&✐♥❣

❛♥❞ ❤✐❣❤ ✐♥$❡♥,❡ ❡✳♠✳ &❛❞✐❛$✐♦♥

❣❡♥❡&❛$✐♦♥

❈!②#$❛❧ ❛##✐#$❡❞ ❜❡❛♠ ♠❛♥✐♣✉❧❛$✐♦♥ ❤❛# ❜❡❡♥ ❡①$❡♥#✐✈❡❧② ✐♥✈❡#$✐❣❛$❡❞ ❢♦! ♣♦#✐$✐✈❡❧②

❝❤❛!❣❡❞ ♣❛!$✐❝❧❡ ❜❡❛♠#✱ #♣❛♥♥✐♥❣ ❢!♦♠ ▼❡❱ ❬✻✻❪ $♦ ✶ ●❡❱ ❬✶✾❪✱ $♦ ❤✉♥❞!❡❞# ●❡❱

❬✾✹❪ ✉♣ $♦ ❚❡❱ ❡♥❡!❣✐❡# ❬✶✷✶❪✱ ✇❤✐❧❡✱ ❝♦♠♣❛!❛$✐✈❡❧② ✈❡!② ❧✐$$❧❡ ❤❛# ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞

❝♦♥❝❡!♥✐♥❣ $❤❡ #$❡❡!✐♥❣ ♦❢ ♥❡❣❛$✐✈❡❧② ❝❤❛!❣❡❞ ♣❛!$✐❝❧❡ ❜❡❛♠# ✈✐❛ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ✐♥

❜❡♥$ ❝!②#$❛❧#✳ ■♥ ❢❛❝$✱ $❤❡ $!❛❥❡❝$♦!✐❡# ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ♣♦#✐$✐✈❡ ♣❛!$✐❝❧❡# ❛!❡ ❜♦✉♥❞❡❞

❢❛! ❢!♦♠ $❤❡ !❡❣✐♦♥ ✇✐$❤ $❤❡ ❤✐❣❤❡#$ ❛$♦♠✐❝ ❞❡♥#✐$②✱ $❤❡!❡❢♦!❡ $❤❡② ❞♦ ♥♦$ #✐❣♥✐❢✲

✐❝❛♥$❧② #✉✛❡! ❝♦❧❧✐#✐♦♥# ♦♥ $❤❡♠✳ ❖♥ $❤❡ ❝♦♥$!❛!②✱ ♥❡❣❛$✐✈❡ ♣❛!$✐❝❧❡# !❡♣❡❛$❡❞❧②

♦#❝✐❧❧❛$❡ ❛❝!♦## $❤❡ ❝!②#$❛❧❧♦❣!❛♣❤✐❝ ♣❧❛♥❡#✴❛①❡#✱ ❧❡❛❞✐♥❣ $♦ ❛ ❤✐❣❤❡! ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣

♣!♦❜❛❜✐❧✐$② ✇✐$❤ !❡#♣❡❝$ $♦ ♣♦#✐$✐✈❡ ❝❤❛!❣❡# ❬✹✷❪✳ ■♥ ✜!#$ ❡①♣❡!✐♠❡♥$# ❛$$❡♠♣$✐♥❣

$❤❡ #$❡❡!✐♥❣ ♦❢ ♥❡❣❛$✐✈❡✲♣❛!$✐❝❧❡ ❜❡❛♠# $❤!♦✉❣❤ ❜❡♥$ ❝!②#$❛❧#✱ ❛❧❧ $❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧❡❞

♣❛!$✐❝❧❡# ✇❡!❡ #❝❛$$❡!❡❞ ♦✉$ ♦❢ $❤❡ ❝!②#$❛❧ ❛♥❞ ♥♦ ♣❛!$✐❝❧❡ ❛!!✐✈❡❞ ❛$ $❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢

$❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❞❡✢❡❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❝!②#$❛❧ ❬✶✷✷✱ ✶✷✸❪ ❜❡❝❛✉#❡ ❝!②#$❛❧# ✇✐$❤ ❧❡♥❣$❤ ♠✉❝❤

❧❛!❣❡! $❤❛♥ $❤❡ ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❧❡♥❣$❤ ✇❡!❡ ✉#❡❞✳ ❖♥❧② ❢❡✇ ②❡❛!# ❛❣♦✱ $❤❡ ♣♦##✐❜✐❧✐$②

$♦ #$❡❡! ♥❡❣❛$✐✈❡❧② ❝❤❛!❣❡❞ ♣❛!$✐❝❧❡ ❜❡❛♠# $❤!♦✉❣❤ ❜❡♥$ ❝!②#$❛❧# ❛$ $❤❡ ❢✉❧❧ ❜❡♥❞✐♥❣

❛♥❣❧❡ ✇❛# ❞❡♠♦♥#$!❛$❡❞ ✇✐$❤ ✶✺✵ ●❡❱✲ ❡♥❡!❣② ♣✐♦♥# ❛$ ❈❊❘◆ ❬✸✾✕✹✶❪✳

▼❛♥✐♣✉❧❛$✐♦♥ ♦❢ ♥❡❣❛$✐✈❡ ❝❤❛!❣❡❞ ♣❛!$✐❝❧❡# ❛$ ∼ ●❡❱ ❡♥❡!❣② ✇✐$❤ ❜❡♥$ ❝!②#$❛❧#

✐# ♦❢ #♣❡❝✐❛❧ ✐♥$❡!❡#$✱ #✐♥❝❡ $❤❡ ♣♦##✐❜✐❧✐$② $♦ #$❡❡! #✉❜✲●❡❱ ❛♥❞ ●❡❱ ❡❧❡❝$!♦♥ ❜❡❛♠#

✈✐❛ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❱❘ ✐♥ ❜❡♥$ ❝!②#$❛❧# ✇♦✉❧❞ ♦♣❡♥ ✉♣ ❛ ♥❡✇ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❢♦! ❡✳♠✳

!❛❞✐❛$✐♦♥ ❣❡♥❡!❛$✐♦♥ ✐♥ ❜❡♥$ ❝!②#$❛❧# ✇✐$❤✐♥ $❤❡ ❡♥❡!❣② !❛♥❣❡ ❛❝❝❡##✐❜❧❡ ❜② ♠❛♥②

❡❧❡❝$!♦♥ ❛❝❝❡❧❡!❛$♦!# ✇♦!❧❞✇✐❞❡✳ ■♥ ❢❛❝$✱ $❤❡!❡ ✐# #♦♠❡ ✇❡❛❧$❤ ♦❢ ❞❛$❛ ❝♦♥❝❡!♥✐♥❣

$❤❡ !❛❞✐❛$✐♦♥ ❡♠✐$$❡❞ ❜② ❡❧❡❝$!♦♥# ✐♥ #$!❛✐❣❤$ ❝!②#$❛❧# ✐♥ $❤❡ #✉❜✲●❡❱✴●❡❱ ❡♥❡!❣②

!❛♥❣❡ ✐♥$❡!❡#$✐♥❣ ❢♦! ❳✲ ♦! γ✲!❛② #♦✉!❝❡#✱ ✇❤✐❧❡ ♥♦ ❞❛$❛ ❢♦! !❛❞✐❛$✐♦♥ ✇✐$❤ ❜❡♥$
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❝!②#$❛❧# ❞♦❡# ❡①✐#$ ✐♥ $❤❡ ❧✐$❡!❛$✉!❡✳ ❆♠♦♥❣ $❤❡ ♣♦##✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥#✱ $❤❡ ❝!②#$❛❧✲

❛##✐#$❡❞ ❝♦❧❧✐♠❛$✐♦♥ ✐♥ ❢✉$✉!❡ ❡

±
❝♦❧❧✐❞❡!# ✇✐❧❧ ❜❡ ♣♦##✐❜❧❡ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❜❡❛♠

#$❡❡!✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥$❡♥#❡ !❛❞✐❛$✐♦♥ ❣❡♥❡!❛$✐♦♥✳ ▼♦!❡♦✈❡!✱ $❤❡ !❛❞✐❛$✐♦♥ ❛❝❝♦♠♣❛♥②✐♥❣

✈♦❧✉♠❡ !❡✢❡❝$✐♦♥ ✭❱❘✮ ✐♥ ❝✉!✈❡❞ ❝!②#$❛❧# ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐$❡❞ ❢♦! ❛ γ✲#♦✉!❝❡ ✇✐$❤

❧♦✇✲❡♠✐$$❛♥❝❡ ❜❡❛♠#✳ ❚❤❡ ❢❡✇ ❡①✐#$✐♥❣ #$✉❞✐❡# ♦♥ ❱❘ !❛❞✐❛$✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡

✇✐$❤ ❤✉♥❞!❡❞#✲●❡❱ ❜❡❛♠# ❬✸✶✱ ✶✷✹✕✶✷✼❪✱ ✇❤✐❧❡ ♦♥❧② !❡❝❡♥$❧② ✜!#$ !❡#✉❧$# ✇✐$❤ #✉❜✲

●❡❱ ❡❧❡❝$!♦♥ ❜❡❛♠# ✇❡!❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♦✉! ❣!♦✉♣ ❬✼✶❪✳ ❋✉!$❤❡!♠♦!❡✱ ❛♥ ❡❧❡❝$✐✈❡

❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥ ✐# $❤❡ !❡❛❧✐③❛$✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❡!✐♦❞✐❝❛❧❧② ❜❡♥$ ❝!②#$❛❧# ❛❝$✐♥❣ ❛# ❛♥ ✐♥♥♦✈❛$✐✈❡

❤✐❣❤✲✐♥$❡♥#✐$② !❛❞✐❛$✐♦♥ #♦✉!❝❡ ❬✸✸✱ ✸✺✱ ✶✷✽✱ ✶✷✾❪✱ ❢♦! ✇❤✐❝❤ ❛ ❜❡$$❡! ✉♥❞❡!#$❛♥❞✐♥❣

♦❢ ♣❛!$✐❝❧❡ ❞②♥❛♠✐❝# ✐♥ ❜❡♥$ ❝!②#$❛❧# ❛♥❞ $❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥②✐♥❣ !❛❞✐❛$✐♦♥ ❡♠✐##✐♦♥ ✐#

❞❡♠❛♥❞❡❞✳

❖✉! ❣!♦✉♣ ❤❛# ❜❡❡♥ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❛ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ♦❢ ❝♦❤❡!❡♥$ ✐♥$❡!❛❝$✐♦♥# ❡①♣❡!✲

✐♠❡♥$# ✐♥ $❤❡ ❧❛#$ ❢❡✇ ②❡❛!# ✐♥ $❤❡ ❢!❛♠❡✇♦!❦ ♦❢ $❤❡ ■◆❋◆ ❈❙◆ ❱ ❡①♣❡!✐♠❡♥$#

■❝❡✲❘❛❞ ✭✷✵✶✸✲✷✵✶✹✮ ❛♥❞ ❈❤❛♥❡❧ ✭✷✵✶✺✲♣!❡#❡♥$✮✳ ■ ✇❛# ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ $❤✐# ❝❛♠♣❛✐♥❣

#✐♥❝❡ $❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ♠② ♣❤❉ ❢♦! $❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝$✉!✐♥❣ ❛♥❞ ❝❤❛!❛❝$❡!✐③❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡

❝!②#$❛❧# ✉#❡❞✱ ❛♥❞ ❢♦! $❤❡ ❛❝$✐✈❡ ♣❛!$✐❝✐♣❛$✐♦♥ $♦ ❞❛$❛ $❛❦✐♥❣ ❛$ ▼❆▼■✳ ■♥ $❤✐#

❝❤❛♣$❡!✱ ❡①♣❡!✐♠❡♥$❛❧ !❡#✉❧$# ❛❜♦✉$ ❜❡❛♠ #$❡❡!✐♥❣ ❛♥❞ !❛❞✐❛$✐♦♥ ❡♠✐##✐♦♥ ♦❜$❛✐♥❡❞

✇✐$❤ #✉❜✲●❡❱ ❡❧❡❝$!♦♥# ❛$ ▼❆▼■ ✭❛❞❛♣$❡❞ ❢!♦♠ ❘❡❢#✳ ❬✼✵✱ ✼✶✱ ✶✸✵❪ ❛♥❞ ✇✐$❤ ●❡❱

❡❧❡❝$!♦♥# ❛$ ❙▲❆❈ ✭❛❞❛♣$❡❞ ❢!♦♠ ❘❡❢#✳ ❬✼✷✱ ✶✸✶❪✮ ✇❡!❡ !❡♣♦!$❡❞✳

✸✳✶ ❊①♣❡'✐♠❡♥+ ✇✐+❤ .✉❜✲●❡❱ ❡❧❡❝+'♦♥. ❛+ ▼❆▼■

✸✳✶✳✶ ❊①♣❡'✐♠❡♥+❛❧ .❡+✉♣ ❛+ ▼❆▼■ ❇

❚❤❡ ▼❆▼■ ❝♦♠♣❧❡① ❬✶✵✸❪ ✐# ❛ ♥♦!♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝$✐♥❣ ❝♦♥$✐♥✉♦✉# ✇❛✈❡ ✹✲#$❛❣❡ ❡❧❡❝✲

$!♦♥ ❛❝❝❡❧❡!❛$♦! ❧♦❝❛$❡❞ ❛$ $❤❡ ■♥#$✐$✉$❡ ❢♦! ◆✉❝❧❡❛! Y❤②#✐❝# ❛$ $❤❡ ❯♥✐✈❡!#✐$② ♦❢

▼❛✐♥③ ✭●❡!♠❛♥②✮✳ ■$ ❝♦♥#✐#$# ✐♥ ❛ ♣!❡✲❛❝❝❡❧❡!❛$♦! ✭❛ !❛❞✐♦ ❢!❡[✉❡♥❝② ▲✐♥❛❝ ✉♣ $♦

✸✳✼ ▼❡❱✮ ❛♥❞ ❛ ✹✲#$❛❣❡ ❛❝❝❡❧❡!❛$✐♦♥ ❝❛#❝❛❞❡ ❜❛#❡❞ ♦♥ $❤!❡❡ ❘❛❝❡❚!❛❝❦ ▼✐❝!♦$!♦♥#

✭❘❚▼✶✲✸✮ ❛♥❞ $❤❡ ❍❛!♠♦♥✐❝ ❉♦✉❜❧❡ ❙✐❞❡❞ ▼✐❝!♦$!♦♥ ✭❍❉❙▼✶✽✮ ❬✶✸✷❪✿ ✐$ ❞❡❧✐✈✲

❡!# ✶✵✵ µ❆ ❤✐❣❤ [✉❛❧✐$② ❡❧❡❝$!♦♥ ❜❡❛♠# ✇✐$❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥❡!❣② ♦❢ ✶✳✺ ●❡❱✳ ❚❤❡

$②♣✐❝❛❧ ❡♥❡!❣② ✈❛❧✉❡ ✉#❡❞ ❢♦! ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ #$✉❞✐❡# ✐# ✽✺✺ ▼❡❱ ✇✐$❤ ❛♥ ❡♠✐$$❛♥❝❡ ♦❢

ǫh ❂ ✵✳✵✶ ♠♠ ♠!❛❞ ❛♥❞ ǫv ❂ ✵✳✵✵✶ ♠♠ ♠!❛❞ ✐♥ $❤❡ ❤♦!✐③♦♥$❛❧ ❛♥❞ ✈❡!$✐❝❛❧ ❞✐!❡❝✲

$✐♦♥#✱ !❡#♣❡❝$✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠ ✇❛# ❢♦❝✉#❡❞ $❤!♦✉❣❤ ❞❡❞✐❝❛$❡❞ [✉❛❞!✉♣♦❧❡ ❧❡♥#❡#✴✳

❚❤❡ !❡#✉❧$✐♥❣ ❞✐♠❡♥#✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐✈❡!❣❡♥❝❡ ✇❡!❡ ❡#$✐♠❛$❡❞ ❜② $❤❡ ▼❆▼■ ❣!♦✉♣ ✇✐$❤

❛ ❝✉#$♦♠ ❜❡❛♠ ♦♣$✐❝ ♣!♦❣!❛♠ $❛❦✐♥❣ ✐♥$♦ ❛❝❝♦✉♥$ $❤❡ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ♠❛❣♥❡$# ❝✉!!❡♥$

❛♥❞ $❤❡ ❞✐#$❛♥❝❡ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ $✇♦ ✈❛❝✉✉♠ ❝❤❛♠❜❡! #$❛$✐♦♥#✱ ❛♥❞ ❛!❡ !❡#♣❡❝$✐✈❡❧②✱

σh ∼ ✷✸✵ µ♠ ❛♥❞ σ′

h ∼ ✺✵ µ!❛❞ ✐♥ $❤❡ ❤♦!✐③♦♥$❛❧ ❞✐!❡❝$✐♦♥ ❛♥❞ σv ∼ ✸✵ µ♠ ❛♥❞

σ′

v ∼ ✹✵ µ!❛❞ ✐♥ $❤❡ ✈❡!$✐❝❛❧ ♦♥❡✳ ❆ #❝❤❡♠❛$✐❝ ✈✐❡✇ ♦❢ $❤❡ ❡①♣❡!✐♠❡♥$❛❧ #❡$✉♣✱ ✐♥✲

#$❛❧❧❡❞ ❛❢$❡! $❤❡ $❤✐!❞ ❛❝❝❡❧❡!❛$✐♦♥ #$❛❣❡✱ ✐# #❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉!❡ ✸✳✶✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛$✉!❡

❛!❡ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

✼✽



❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✿ ❚❤❡ ❡①♣❡%✐♠❡♥)❛❧ ,❡)✉♣ ❛) ▼❆▼■✳ ✭❛✮ ❆ ,❝❤❡♠❛)✐❝ )♦♣ ✈✐❡✇ ✇✐)❤ )❤❡

❡❧❡❝)%♦♥ ❜❡❛♠ ❝♦♠✐♥❣ ❢%♦♠ )❤❡ ❧❡❢)❀ ❜♦)❤ )❤❡ ❞❡✢❡❝)✐♦♥ ❛♥❞ )❤❡ %❛❞✐❛)✐♦♥ ♣❛%), ❛%❡

,❤♦✇♥✳ >❤♦)♦ ♦❢ ✭❜✮ )❤❡ ❝%②,)❛❧, ❛♥❞ ✭❝✮ )❤❡ ❙✐ ❞❡)❡❝)♦% ,)❛)✐♦♥,✳ ❆❞❛♣)❡❞ ❢%♦♠ ❘❡❢✳

❬✶✸✵❪✳

❼ ❚❤❡ ✽✺✺ ▼❡❱ ❡❧❡❝)*♦♥ ❜❡❛♠ ❝♦♠✐♥❣ ❢*♦♠ )❤❡ ❘❚▼✸ ❛❝❝❡❧❡*❛)✐♦♥ 5)❛❣❡

❡♥❝♦✉♥)❡*5 ❛ ✜*5) ✈❛❝✉✉♠ ❝❤❛♠❜❡* ✇❤❡*❡ )❤❡ 5❛♠♣❧❡5 ❛*❡ ✐♥5)❛❧❧❡❞ ♦♥ ❛

❤✐❣❤ ♣*❡❝✐5✐♦♥ ❣♦♥✐♦♠❡)*✐❝ 5②5)❡♠ ✭❋✐❣✉*❡ ✸✳✶✭❜✮✮❀ )❤❡ ❣♦♥✐♦♠❡)❡* ✭❢*♦♠ C■✲

▼■❈❖❙✸✸✮ ❛❧❧♦✇5 ✷ ❧✐♥❡❛* ❛♥❞ ✸ *♦)❛)✐♦♥❛❧ ❞❡❣*❡❡5 ♦❢ ❢*❡❡❞♦♠❀ )❤❡ *♦)❛)✐♦♥❛❧

5)❛❣❡ ❛*♦✉♥❞ )❤❡ ✈❡*)✐❝❛❧ ❛①✐5 ❤❛5 ❛ ✷ × ✶✵

−4
❞❡❣ *❡♣❡❛)❛❜✐❧✐)② ✇❤✐❧❡ )❤❡ )✐❧)✲

✐♥❣ ❛♥❞ )❤❡ ♦♥❡ ❛*♦✉♥❞ )❤❡ ❜❡❛♠ ❛①✐5 ❤❛✈❡ ❛ ✶✵

−3
❞❡❣ ❛♥❞ ✸ × ✶✵

−3
❞❡❣

*❡♣❡❛)❛❜✐❧✐)②✱ *❡5♣❡❝)✐✈❡❧②✳

❼ ❚❤❡ ❝❤❛*❣❡❞ ❜❡❛♠ ❛❢)❡* )❤❡ ❝*②5)❛❧5 ✐5 ❞❡✢❡❝)❡❞ ❜② )❤❡ ❇▼✶ ♠❛❣♥❡) )♦ )❤❡ ❙✐

❞❡)❡❝)♦* 5)❛)✐♦♥ ♣*♦✈✐❞❡❞ ❜② ■◆❋◆ ▼✐❧❛♥♦ ❇✐❝♦❝❝❛ ✭❋✐❣✉*❡ ✸✳✶✭❝✮✮✿ ❛ 5✐❧✐❝♦♥

♣*♦✜❧♦♠❡)❡* ❤❛5 ❜❡❡♥ ♠♦✉♥)❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ *❡♠♦)❡❧② ❝♦♥)*♦❧❧❡❞ ♠♦)♦*5

✭*❡❞ ✐♥5❡) ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✭❝✮✮✱ )♦ ❛❞❥✉5) ✐)5 ♣♦5✐)✐♦♥ ✇✐)❤ *❡5♣❡❝) )♦ )❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣

❜❡❛♠✱ ❛♥❞ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❛ ✈❛❝✉✉♠ ❝❤❛♠❜❡*✳

✼✾



❼ ❆! ❢❛$ ❛! %❤❡ ♥❡✉%$❛❧ ♣❛$%✐❝❧❡ ❜❡❛♠ ✐! ❝♦♥❝❡$♥❡❞✱ %❤❡ ♣❤♦%♦♥! ♣$♦❞✉❝❡❞ ✐♥ %❤❡

✐♥%❡$❛❝%✐♦♥ ✇✐%❤ %❤❡ ❝$②!%❛❧! ❢♦❧❧♦✇ ❛ !%$❛✐❣❤% ❧✐♥❡ ♦❢ ∼ ✽ ♠ ❛♥❞ ❛$❡ ❞❡%❡❝%❡❞

❜② ❛ ◆❛■ ❞❡%❡❝%♦$ ❝♦✉♣❧❡❞ %♦ !%❛♥❞❛$❞ 9❤♦%♦▼✉❧%✐♣❧✐❡$ ❚✉❜❡! ✭9▼❚!✶✹✮

♣$♦✈✐❞❡❞ ❜② %❤❡ ▼❆▼■ ❢❛❝✐❧✐%②✳

▼♦$❡ %❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡%❛✐❧! ❛❜♦✉% %❤❡ !❡%✉♣ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✶✸✵❪✱ ✇❤✐❝❤

$❡♣$❡!❡♥%! ❛♥ ✉♣❣$❛❞❡ ♦❢ %❤❡ ▼❆▼■ !❡%✉♣ ❞❡!❝$✐❜❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✾✻❪✳

✸✳✶✳✷ ❙%❡❡'✐♥❣ ♦❢ -✉❜✲●❡❱ ❡❧❡❝%'♦♥-

■ ❤❡$❡ !❤♦✇ %❤❡ $❡!✉❧%! ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♠② ❣$♦✉♣ ❝♦♥❝❡$♥✐♥❣ ❜❡❛♠ !%❡❡$✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤

❛$❡ $❡♣♦$%❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✼✵❪✳ ❆♥ ✽✺✺ ▼❡❱ ❡❧❡❝%$♦♥ ❜❡❛♠✱ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛% %❤❡ ▼❆▼■ ❇

❢❛❝✐❧✐%②✱ ✇❛! ❝♦♥❞✐%✐♦♥❡❞ %♦ ❛ ❜❡❛♠ !✐③❡ ♦❢ ✷✵✵ × ✼✵ µ♠2
❛♥❞ ❛ ❞✐✈❡$❣❡♥❝❡ ♦❢ ✼✵✲

❛♥❞ ✸✵✲ µ$❛❞ ❛❧♦♥❣ %❤❡ ❤♦$✐③♦♥%❛❧ ❛♥❞ ✈❡$%✐❝❛❧ ❞✐$❡❝%✐♦♥!✱ $❡!♣❡❝%✐✈❡❧②✱ ✐✳❡✳✱ ♠✉❝❤
❧❡!! %❤❛♥ %❤❡ ♣❧❛♥❛$ ❝$✐%✐❝❛❧ ❛♥❣❧❡✱ ❜❡✐♥❣ ❛❜♦✉% ✷✶✼ µ$❛❞ ❛% ✽✺✺ ▼❡❱ ❢♦$ %❤❡ ❙✐

✭✶✶✶✮ ♣❧❛♥❡!✳

❆ ❜❡♥% ❝$②!%❛❧ !✉✐%❡❞ ❢♦$ !%❡❡$✐♥❣ ♦❢ !✉❜✲●❡❱ ❡❧❡❝%$♦♥! ✇❛! ♠❛♥✉❢❛❝%✉$❡❞

❛% %❤❡ ❙❡♥!♦$! ❛♥❞ ❙❡♠✐❝♦♥❞✉❝%♦$ ▲❛❜♦$❛%♦$② ✭❙❙▲✮ ♦❢ %❤❡ ❯♥✐✈❡$!✐%② ♦❢ ❋❡$$❛$❛

❛! ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✹ ❛♥❞ ❘❡❢✳ ❬✻✾❪✳ ■% ❝♦♥!✐!%! ♦❢ ❛ ♣❧❛%❡✲❧✐❦❡ ❙✐ ❝$②!%❛❧ ✇✐%❤

✭✸✵✳✺➧✵✳✺✮ µ♠ %❤✐❝❦♥❡!! ❛❧♦♥❣ %❤❡ ❜❡❛♠✳ ❚❤❡!❡ ❝$②!%❛❧❧♦❣$❛♣❤✐❝ ♦$✐❡♥%❛%✐♦♥! ✇❡$❡
!❡❧❡❝%❡❞ %♦ ♦❜%❛✐♥ ✭✶✶✶✮ ❜❡♥% ♣❧❛♥❡!✱ ✇❤✐❝❤ ❛$❡ %❤❡ ♠♦!% ❡✣❝✐❡♥% ❢♦$ %❤❡ ❞❡✢❡❝%✐♦♥

♦❢ ♥❡❣❛%✐✈❡✲❝❤❛$❣❡❞ ♣❛$%✐❝❧❡!✳ ❚❤❡ ✸✵✳✺ µ♠ %❤✐❝❦ ❝$②!%❛❧ ✇❛! ♠♦✉♥%❡❞ ♦♥%♦ ❛ ♠❡✲

❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ❤♦❧❞❡$✳ ❆ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦♠❡♥% !✉♣♣♦$%❡❞ %❤❡ ❝$②!%❛❧ ❛% %✇♦ ♦♣♣♦!✐%❡

❡❞❣❡!✱ ✇❤✐❧❡ ✐% ✇❛! ❢$❡❡ ❛% %❤❡ $❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡❞❣❡!✳ ❆! ♦♥❡ ❝❛♥ !❡❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✱ %❤❡

❝$②!%❛❧ !✉$❢❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐! ♣❛$❛❧❧❡❧ %♦ %❤❡ ✭✷✶✶✮ ♣❧❛♥❡!✱ ✇❛! ❜❡♥% ❛❧♦♥❣ %❤❡ ❁✶✶✶❃

❞✐$❡❝%✐♦♥✳ ■♥ %❤✐! ✇❛② ❛ !❡❝♦♥❞❛$② ❜❡♥❞✐♥❣ ♦❢ %❤❡ ✭✶✶✶✮ ♣❧❛♥❡! ✇❛! ♦❜%❛✐♥❡❞ ❞✉❡

%♦ %❤❡ [✉❛!✐✲♠♦!❛✐❝ ❡✛❡❝% ❬✻✶❪✳ ❚❤❡ ❝$②!%❛❧ ✇❛! ❝❤❛$❛❝%❡$✐③❡❞ ❜② ❤✐❣❤✲$❡!♦❧✉%✐♦♥

①✲$❛② ❞✐✛$❛❝%✐♦♥ ✭9❛♥❛❧②%✐❝❛❧ ❳✲9❡$% ▼❘❉✲9❘❖✮✱ ♠❡❛!✉$✐♥❣ ❛ ❜❡♥❞✐♥❣ $❛❞✐✉! ♦❢

✸✸✳✺ ♠♠✱ ❜❡✐♥❣ ❛♣♣$♦①✐♠❛%❡❧② ✷✸ %✐♠❡! %❤❡ ❝$✐%✐❝❛❧ $❛❞✐✉! ❢♦$ ❡❧❡❝%$♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣

❛% ✽✺✺ ▼❡❱ ✭Rc ❂ ✶✳✺ ♠♠✮✳ ❚❤❡ ❝$②!%❛❧ ❧❛%❡$❛❧ !✐③❡! ✇❡$❡ ♦♣%✐♠✐③❡❞ %♦ !✉♣♣$❡!!

♣❛$❛!✐%✐❝ ❛♥%✐❝❧❛!%✐❝ ❞❡❢♦$♠❛%✐♦♥ ❛❝$♦!! %❤❡ ❝❡♥%$❛❧ $❡❣✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❝$②!%❛❧ ❬✾✼❪✳ ❚❤❡

!♠❛❧❧ ❞✐♠❡♥!✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❜❡❛♠ ✭∼ ❤✉♥❞$❡❞! ♠✐❝$♦♥!✮ ❛! ❝♦♠♣❛$❡❞ %♦ %❤❡ ❝$②!%❛❧

!✉$❢❛❝❡ ✭✷✸ × ✶✺ ♠♠

2
✮✱ ❛!!✉$❡! %❤❛% %❤❡ ✇❤♦❧❡ ❜❡❛♠ ✐♠♣✐♥❣❡❞ ♦♥%♦ ❛ ✉♥✐❢♦$♠

✢❛% !✉$❢❛❝❡✳

■♥ ♦$❞❡$ %♦ ❡①❝✐%❡ ❝♦❤❡$❡♥% ✐♥%❡$❛❝%✐♦♥! ❜❡%✇❡❡♥ ❡❧❡❝%$♦♥! ❛♥❞ %❤❡ ❝$②!%❛❧✱ %❤❡

❧❛%%❡$ ✇❛! $♦%❛%❡❞ ❛$♦✉♥❞ %❤❡ ①✲❛①✐! ❛♥❞✱ ❢♦$ ❡❛❝❤ ❛♥❣✉❧❛$ ♣♦!✐%✐♦♥✱ %❤❡ ♣❛$%✐❝❧❡

❞✐!%$✐❜✉%✐♦♥ ❛❢%❡$ %❤❡ ✐♥%❡$❛❝%✐♦♥ ✇✐%❤ %❤❡ ❝$②!%❛❧ ✇❛! $❡❝♦$❞❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡❞✐❝❛%❡❞

❡①♣❡$✐♠❡♥%❛❧ !❡%✉♣ ❛❧❧♦✇! %❤❡ !❡♣❛$❛%❡ ♦❜!❡$✈❛%✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ❛♥❞ ❞❡❝❤❛♥♥❡❧❡❞

♣❛$%✐❝❧❡!✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦% ❜❡ ❛✛♦$❞❡❞ ❜② ♦♣❡$❛%✐♥❣ ✇✐%❤ ❛ !%$❛✐❣❤% ❝$②!%❛❧✳ ❚❤❡

♣❛$%✐❝❧❡ ❞✐!%$✐❜✉%✐♦♥ ❛❢%❡$ ✐♥%❡$❛❝%✐♦♥ ✇✐%❤ %❤❡ ❝$②!%❛❧ ❛! ❛ ❢✉♥❝%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❝$②!%❛❧✲

❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡ ✐! !❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✸✳✸✳ ❚❤❡ $❡❝♦$❞❡❞ ♣❛%%❡$♥ ✈❡$② ♠✉❝❤ $❡!❡♠❜❧❡! %❤❡

$❡!✉❧%! ♦❢ ❛ !%✉❞② ❛❜♦✉% %❤❡ ✐♥%❡$❛❝%✐♦♥ ❜❡%✇❡❡♥ ❛ ❜❡♥% ❝$②!%❛❧ ❛♥❞ ♥❡❣❛%✐✈❡ ♣✐♦♥!
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✿ ✭❛✮ ❇❡♥❞✐♥❣ ♦❢ ❛ +✐❧✐❝♦♥ ♣❧❛/❡✲❧✐❦❡ ❝2②+/❛❧ ✇✐/❤ ♣2♦♣❡2❧② ❝❤♦+❡♥ ❝2②+/❛❧❧♦✲

❣2❛♣❤✐❝ ♦2✐❡♥/❛/✐♦♥+ ❣❡♥❡2❛/❡+ /❤❡ 6✉❛+✐♠♦+❛✐❝ ❡✛❡❝/✱ 2❡+✉❧/✐♥❣ ✐♥ ❛ +❡❝♦♥❞❛2② ❜❡♥❞✐♥❣

♦❢ /❤❡ ♣❧❛♥❡+ ❧②✐♥❣ ✐♥ /❤❡ ❝2②+/❛❧ /❤✐❝❦♥❡++✳ ✭❜✮ ❙❦❡/❝❤ ♦❢ /❤❡ ❡①♣❡2✐♠❡♥/❛❧ +❡/✉♣✳ ❚❤❡

❞❛+❤❡❞ ❛22♦✇ ✐♥❞✐❝❛/❡+ /❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❜❡❛♠✱ ✐♠♣✐♥❣✐♥❣ ♦♥ /❤❡ ❝2②+/❛❧ ♠♦✉♥/❡❞ ♦♥ ❛ ❤✐❣❤✲

♣2❡❝✐+✐♦♥ ❣♦♥✐♦♠❡/❡2 ✭●✮✳ ❚❤❡ +♦❧✐❞✲❜❧❛❝❦ ❛22♦✇ ✐♥❞✐❝❛/❡+ ♣❛2/✐❝❧❡+ ❞❡✢❡❝/❡❞ /❤❛♥❦+ /♦

♣❧❛♥❛2 ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣✱ ✇❤✐❧❡ +♦❧✐❞✲✇❤✐/❡ ❛22♦✇ ❝♦22❡+♣♦♥❞ /♦ ♦✈❡2❜❛22✐❡2 ♣❛2/✐❝❧❡+✳ ❆ +✐❧✐❝♦♥

❞❡/❡❝/♦2✱ ✭❉✮✱ 2❡❝♦♥+/2✉❝/+ /❤❡ ❜❡❛♠ ♣2♦✜❧❡ ❛❢/❡2 ✐♥/❡2❛❝/✐♦♥ ✇✐/❤ /❤❡ ❝2②+/❛❧✳ ❆❞❛♣/❡❞

❢2♦♠ ❘❡❢✳ ❬✼✵❪✳

❝❛""✐❡❞ ♦✉( ❛( ❛♥ ❡♥❡"❣② ♠♦"❡ (❤❛♥ (✇♦ ♦"❞❡"/ ♦❢ ♠❛❣♥✐(✉❞❡ ❤✐❣❤❡" (❤❛♥ ❢♦" (❤✐/

❡①♣❡"✐♠❡♥( ❬✹✵✱ ✶✸✸❪✳ ■♥ ♣❛"(✐❝✉❧❛"✱ ✐♥ "❡❣✐♦♥/ ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✻✮✱ ❜❡❛♠ ("❛❥❡❝(♦"② ✐/ ♥❡✈❡"

(❛♥❣❡♥( (♦ (❤❡ ❝"②/(❛❧❧✐♥❡ ♣❧❛♥❡/ /♦ (❤❛( ❝♦❤❡"❡♥( ✐♥(❡"❛❝(✐♦♥/ ❛"❡ ♣"❡✈❡♥(❡❞✳ ■♥

"❡❣✐♦♥ ✭✷✮✱ (❤❡ ❝"②/(❛❧ ✐/ ♦"✐❡♥(❡❞ ❢♦" ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❛"✐/❡/ ❛/ (❤❡ ❜❡❛♠ ✐♠♣✐♥❣❡/

♦♥(♦ (❤❡ ❝"②/(❛❧ ♣❧❛♥❡/ ❛( ❛♥ ❛♥❣❧❡ ❧❡// (❤❛♥ (❤❡ ❝"✐(✐❝❛❧ ❛♥❣❧❡ ❢♦" ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ✭/❡❡

❋✐❣✳ ✸✳✸❜✮✳ ❯♥❞❡" /✉❝❤ ❝♦♥❞✐(✐♦♥/✱ ♣❛"(✐❝❧❡/ ("❛♥/✈❡"/❡ ♠♦(✐♦♥ ✐/ ❣♦✈❡"♥❡❞ ❜② (❤❡

✐♥(❡"❛(♦♠✐❝ ♣♦(❡♥(✐❛❧ ❛✈❡"❛❣❡❞ ❛❧♦♥❣ (❤❡ ❝"②/(❛❧ ♣❧❛♥❡/✳ ❍♦✇❡✈❡"✱ ❞✉❡ (♦ ♠✉❧(✐♣❧❡

/❝❛((❡"✐♥❣✱ ❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ❡❧❡❝("♦♥/ ♠❛② ❜❡ /✉❜❥❡❝( (♦ ❛♥ ✐♥❝"❡❛/❡ ✐♥ (❤❡✐" ("❛♥/✈❡"/❡

❡♥❡"❣② ❛♥❞ ♦✈❡"❝♦♠❡ (❤❡ ✐♥(❡"♣❧❛♥❛" ♣♦(❡♥(✐❛❧ ❜❛""✐❡"✱ "❡/✉❧(✐♥❣ ✐♥ ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣

✭"❡❣✐♦♥ ✸✮✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡"/❡ ♦❢ /✉❝❤ ❛ ♣"♦❝❡// ♠❛② ♦❝❝✉"✱ (♦♦✱ ✐✳❡✳ ❛ ♥♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧❡❞

❡❧❡❝("♦♥ ❧♦/❡/ ♣❛"( ♦❢ ✐(/ ("❛♥/✈❡"/❡ ❡♥❡"❣② ❞✉❡ (♦ ♠✉❧(✐♣❧❡ /❝❛((❡"✐♥❣ ❛♥❞ ❣❡(/

("❛♣♣❡❞ ✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡✳ ❚❤✐/ ❡✛❡❝( ✐/ "❡❢❡""❡❞ (♦ ❛/ "❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣✳ ❆/✐❞❡

❢"♦♠ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣✱ ❱❘ ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ❝❛♣(✉"❡ ✭❱❈✮ ✭"❡❣✐♦♥/ ✭✹✮ ❛♥❞ ✭✺✮✱ "❡/♣❡❝(✐✈❡❧②✮

♠❛♥✐❢❡/( (❤❡♠/❡❧✈❡/ ❛/ (❤❡ ("❛❥❡❝(♦"② ♦❢ (❤❡ ❜❡❛♠ ❜❡❝♦♠❡/ (❛♥❣❡♥( (♦ (❤❡ ❜❡♥(

❛(♦♠✐❝ ♣❧❛♥❡/ ✐♥/✐❞❡ (❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ (❤❡ ❝"②/(❛❧ ✭/❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✸❝✮✳ N❛"(✐❝❧❡/ /✉❜❥❡❝(

(♦ ❱❘ ❛"❡ "❡✢❡❝(❡❞ ❜② (❤❡ ❛(♦♠✐❝ ♣❧❛♥❡/✱ ❜❡✐♥❣ ❞❡✢❡❝(❡❞ (♦ (❤❡ ♦♣♣♦/✐(❡ /✐❞❡ ❛/

(❤❛( ♦❢ ❝"②/(❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣✳ ■♥ ❝♦♥("❛/(✱ ♣❛"(✐❝❧❡/ /✉❜❥❡❝( (♦ ❱❈ ❛"❡ ❝❛♣(✉"❡❞ ✐♥(♦ (❤❡
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✸✿ ✭❛✮ ❛♥ ❛♥❣✉❧❛' (❝❛♥ '❡❝♦'❞❡❞ ❞✉'✐♥❣ .❤❡ ✐♥.❡'❛❝.✐♦♥ ❜❡.✇❡❡♥ .❤❡ ❝'②(.❛❧

❛♥❞ .❤❡ ✽✺✺ ▼❡❱ ❡❧❡❝.'♦♥ ❜❡❛♠✳ ❙✐① '❡❣✐♦♥( ❡❛❝❤✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐(.✐♥❣✉✐(❤❡❞✿ ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✻✮

♥♦♥✲❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ '❡❣✐♠❡❀ ✭✷✮ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣❀ ✭✸✮ ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣❀ ✭✹✮ ✈♦❧✉♠❡ '❡✢❡❝.✐♦♥❀ ❛♥❞ ✭✺✮

✈♦❧✉♠❡ ❝❛♣.✉'❡✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ❜❡♥. ❝'②(.❛❧ ✐( ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐.❤ '❡(♣❡❝. .♦ .❤❡ ❝❤❛'❣❡❞ ♣❛'.✐❝❧❡ ❜❡❛♠

✭'❡❞ (.'❛✐❣❤. ❛''♦✇✮ .♦ ❡①❝✐.❡ ♣❧❛♥❛' ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣✳ ❖✈❡'✲❜❛''✐❡' ♣❛'.✐❝❧❡( ❛'❡ ❞❡✢❡❝.❡❞

.♦✇❛'❞ .❤❡ ♦♣♣♦(✐.❡ (✐❞❡ ❛( .❤❛. ♦❢ ❝'②(.❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣✳ ❯♥❞❡'✲❜❛''✐❡' ♣❛'.✐❝❧❡( ❛'❡ ❝❛♣.✉'❡❞

✉♥❞❡' .❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ '❡❣✐♠❡ ✭♦'❛♥❣❡ ❛''♦✇(✮✳ ❉✉❡ .♦ ♠✉❧.✐♣❧❡ (❝❛..❡'✐♥❣✱ ❝❤❛♥♥❡❧❡❞

♣❛'.✐❝❧❡( ♠❛② (✉✛❡' ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ✭②❡❧❧♦✇ ❛''♦✇✮✳ ❆ ❢'❛❝.✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ♣❛'.✐❝❧❡(

❡①♣❡'✐❡♥❝❡( '❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ✭❘❈❍✮✳ ✭❝✮ ❇❡♥. ❝'②(.❛❧ ✐( ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐.❤ '❡(♣❡❝. .♦ .❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣

♣❛'.✐❝❧❡ ❜❡❛♠ ✭'❡❞ ❛''♦✇✮ ✐♥ (✉❝❤ ❛ ✇❛② .❤❛. .❤❡ ❜❡❛♠ .'❛❥❡❝.♦'② ❜❡❝♦♠❡( .❛♥❣❡♥. .♦

.❤❡ ❛.♦♠✐❝ ♣❧❛♥❡( ✐♥(✐❞❡ .❤❡ ❝'②(.❛❧ ❜✉❧❦✳ ❯♥❞❡' (✉❝❤ '❡❣✐♠❡✱ ❡✐.❤❡' ❱❘ ✭❣'❡❡♥ ❛''♦✇✮ ♦'

.❤❡ ❝♦♠♣❡.✐.✐✈❡ ♣'♦❝❡(( ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ❝❛♣.✉'❡ ✭❜❧✉❡ ❛''♦✇✮ ♦❝❝✉'(✳ ❆❞❛♣.❡❞ ❢'♦♠ ❘❡❢✳ ❬✼✵❪

❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ (❡❣✐♠❡ ✐♥*✐❞❡ ,❤❡ ❝(②*,❛❧ ✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤✐* ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❤❛* ❛♥ ❛♥❣✉❧❛(

❛❝❝❡♣,❛♥❝❡ ❡4✉❛❧ ,♦ ,❤❡ ❝(②*,❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ❛♥❣❧❡✱ ✉♥❧✐❦❡ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ,❤❡

❛♥❣✉❧❛( ❛❝❝❡♣,❛♥❝❡ ✐* ❧✐♠✐,❡❞ ❜② ,❤❡ ❝(✐,✐❝❛❧ ❛♥❣❧❡✳

❋✐❣✉(❡ ✸✳✹ *❤♦✇* ❜❡❛♠ ♣(♦✜❧❡* ✉♥❞❡( ❡✐,❤❡( ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ♦( ❱❘ ❛❧✐❣♥♠❡♥, ✭❜❧❛❝❦

❝✉(✈❡*✮ ❛* ❝♦♠♣❛(❡❞ ✇✐,❤ ,❤❡ ♣(❡❞✐❝,✐♦♥* ♦❢ ▼♦♥,❡ ❈❛(❧♦ *✐♠✉❧❛,✐♦♥* ✭(❡❞ ❝✉(✈❡*✮✳

❚❤❡ ❝♦❞❡ ✉*❡* ❛♥ ✐♥,❡(✲♣❧❛♥❛( ♣♦,❡♥,✐❛❧ ❜❛*❡❞ ♦♥ ♠❡❛*✉(❡❞ ❛,♦♠✐❝ ❢♦(♠ ❢❛❝,♦(* ❢♦(

❙✐ ❬✶✸✹❪ ❛♥❞ *♦❧✈❡* ,❤❡ ❡4✉❛,✐♦♥ ♦❢ ♠♦,✐♦♥ ❢♦( ,❤❡ ❡❧❡❝,(♦♥* ✐♥,❡(❛❝,✐♥❣ ✇✐,❤ ,❤❡

❝(②*,❛❧✳ ▼♦(❡ ✐♥❢♦(♠❛,✐♦♥ ❛❜♦✉, ,❤❡ ❝♦❞❡ ✐* ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✶✸✺❪ ❛♥❞ (❡❢❡(❡♥❝❡* ,❤❡(❡✐♥✳

■♥ ❋✐❣✳ ✸✳✹✳❛✱ ,❤❡ ♣❡❛❦ ♦♥ ,❤❡ (✐❣❤, ❝♦((❡*♣♦♥❞* ,♦ ,❤❡ ♣❛(,✐❝❧❡* ❞❡✢❡❝,❡❞ ✉♥❞❡(

❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣✳ ❆ ●❛✉**✐❛♥ ✜, ♦❢ ,❤❡ ❞✐*,(✐❜✉,✐♦♥ ❤✐❣❤❧✐❣❤,* ❛ ❞❡✢❡❝,✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ 910±5
µ(❛❞✳ ❚❤❡ ❢(❛❝,✐♦♥ ♦❢ ❞❡✢❡❝,❡❞ ♣❛(,✐❝❧❡* ✇✐,❤✐♥ ±3σ ❛(♦✉♥❞ ,❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ♣❡❛❦

✇❛* 20.1±1.2%✱ ❛ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ❛❣(❡❡♠❡♥, ✇✐,❤ ,❤❡ *✐♠✉❧❛,✐♦♥ (❡*✉❧,* ✭21.2%✮✳ ❚❤❡ ❧❡❢,

♣❡❛❦ ✐* ❞✉❡ ,♦ ❞❡✢❡❝,✐♦♥ ♦❢ ♦✈❡(✲❜❛((✐❡( ♣❛(,✐❝❧❡* ✱ ✇❤♦*❡ ❞✐*,(✐❜✉,✐♦♥ ✐* ❝❡♥,❡(❡❞

,♦ ,❤❡ ♦♣♣♦*✐,❡ ❞✐(❡❝,✐♦♥ ❛* ,❤❛, ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ❞✐*,(✐❜✉,✐♦♥ ✐* ❛*②♠♠❡,(✐❝

❜❡❝❛✉*❡ ♦❢ ,❤❡ ❝♦♥,(✐❜✉,✐♦♥ ♦❢ (❛♣✐❞❧② ❞❡❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ♣❛(,✐❝❧❡* ♦♥ ,❤❡ (✐❣❤, *✐❞❡✳ ❚❤❡

❜❡❛♠ ♣(♦✜❧❡ (❡❝♦(❞❡❞ ❢♦( ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ✇❛* ✜,,❡❞ ❛* ,❤❡ *✉♠ ♦❢ ,✇♦ ❣❛✉**✐❛♥* ❛♥❞

♦♥❡ ❡①♣♦♥❡♥,✐❛❧ ❝✉(✈❡*✳ ❚❤❡ ❞❡❝❛② ❝♦♥*,❛♥, ♦❢ ,❤❡ ❡①♣♦♥❡♥,✐❛❧ ,❡(♠ ♣(♦✈✐❞❡* ❛
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✹✿ ✭❛✮ ❇❡❛♠ ♣'♦✜❧❡ ✇✐-❤ -❤❡ ❝'②1-❛❧ ❛❧✐❣♥❡❞ ❢♦' ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ❧❡❢- ♣❡❛❦

✭✇✐-❤ ♠❛①✐♠✉♠ ❛- ∼ ✲✷✵ µ'❛❞✮ ❝♦''❡1♣♦♥❞1 -♦ ♦✈❡'✲❜❛''✐❡' ♣❛'-✐❝❧❡1✱ ✇❤✐❝❤ ❛'❡ 1❧✐❣❤-❧②

❞❡✢❡❝-❡❞ -♦ -❤❡ 1✐❞❡ ♦♣♣♦1✐-❡ -♦ -❤❡ ❝'②1-❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣✱ -❤❡ '✐❣❤- ♣❡❛❦ ♦✇❡1 -♦ ❝❤❛♥♥❡❧❡❞

♣❛'-✐❝❧❡1✳ ✭❜✮ ❇❡❛♠ ♣'♦✜❧❡ ✇✐-❤ -❤❡ ❝'②1-❛❧ ❛❧✐❣♥❡❞ ❢♦' ❱❘✳ ❚❤❡ ❧❡❢- ♣❡❛❦ ❝♦''❡1♣♦♥❞1 -♦

✈♦❧✉♠❡✲'❡✢❡❝-❡❞ ♣❛'-✐❝❧❡1 ❛♥❞ -❤❡ '✐❣❤- ♦♥❡ ❝♦''❡1♣♦♥❞1 -♦ ♣❛'-✐❝❧❡1 1✉❜❥❡❝- -♦ ✈♦❧✉♠❡

❝❛♣-✉'❡✳ ❆❞❛♣-❡❞ ❢'♦♠ ❘❡❢✳ ❬✼✵❪✳

❞✐"❡❝% ❡①♣❡"✐♠❡♥%❛❧ ❞❡%❡"♠✐♥❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❧❡♥❣%❤✱ ✇❤✐❝❤ "❡2✉❧%2 %♦ ❜❡

19.2 ± 1.5 µ♠✳ ❋✐❣✳ ✸✳✹✳❜ 2❤♦✇2 %❤❡ ❞❡✢❡❝%✐♦♥ ♦❝❝✉""✐♥❣ ❛2 %❤❡ ❝"②2%❛❧ ✐2 ♦"✐❡♥%❡❞

❛❜♦✉% ♦♥ %❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ %❤❡ ❱❘ "❡❣✐♦♥ ✭✹✺✵ µ"❛❞ ❢❛" ❢"♦♠ %❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ♣❡❛❦✮✳ ❆

●❛✉22✐❛♥ ✜% %♦ %❤❡ "❡✢❡❝%❡❞ ❜❡❛♠ ❞✐2%"✐❜✉%✐♦♥ ②✐❡❧❞2 ❛ ❞❡✢❡❝%✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ 191±10
µ"❛❞ ✇✐%❤ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ 76.7 ± 1.%✱ ✐♥ ❛❣"❡❡♠❡♥% ✇✐%❤ %❤❡ ♣"❡❞✐❝%✐♦♥ ♦❢ %❤❡

▼♦♥%❡ ❈❛"❧♦ 2✐♠✉❧❛%✐♦♥ ✭75.8%✮✳ ❆2 ❡①♣❡❝%❡❞✱ ❱❘ ♦❝❝✉"2 ✇✐%❤ ❧♦✇❡" ❡✣❝✐❡♥❝②

✇✐%❤ "❡2♣❡❝% %♦ ❤✐❣❤❡"✲❡♥❡"❣② ❡①♣❡"✐♠❡♥%2 ❬✹✵✱ ✹✾❪✱ ❜❡❝❛✉2❡ ♦❢ ❧❛"❣❡" ♣"♦❜❛❜✐❧✐%②

♦❢ ❝♦♠♣❡%✐%✐✈❡ ❱❈ ❛% ❧♦✇❡" ❡♥❡"❣✐❡2 ❬✶✸✻❪✳ ■♥ ❢❛❝% ❱❈ ✐2 ❛✐❞❡❞ ❜② ✐♥❝♦❤❡"❡♥%

2❝❛%%❡"✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❢❛✈♦"2 %❤❡ %"❛♥2✐%✐♦♥ ❢"♦♠ ♦✈❡"✲❜❛""✐❡" %♦ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ 2%❛%❡2✱ ❛♥❞

%❤❛% ❜❡❝♦♠❡2 2%"♦♥❣❡" ❛% ❧♦✇❡" ❡♥❡"❣✐❡2 ❬✶✸✺❪✳

▼♦♥%❡❝❛"❧♦ 2✐♠✉❧❛%✐♦♥2 ❤✐❣❤❧✐❣❤% ❛❧2♦ %❤❡ ❝♦♥%"✐❜✉%✐♦♥ ♦❢ ❜♦%❤ 2✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ♠✉❧✲

%✐♣❧❡ "❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣2 %♦ ❜✉✐❧❞ ✉♣ %❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ♣❡❛❦ ♦❢ ❋✐❣✳ ✸✳✹❛✳ ❋✐❣✉"❡ ✸✳✺

2❤♦✇2 %❤❡ ❢"❛❝%✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ♣❛"%✐❝❧❡2 ✇✐%❤ ❛♥❞ ✇✐%❤♦✉% %❛❦✐♥❣ ✐♥%♦ ❛❝❝♦✉♥%

%❤❡ ❢"❛❝%✐♦♥ ♦❢ "❡❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ❡❧❡❝%"♦♥2✳ ❆❜♦✉% ✺✺% ♦❢ %❤❡ ♣❛"%✐❝❧❡2 "❡❝♦"❞❡❞ ✉♥❞❡"

%❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ♣❡❛❦ ❤❛2 ❜❡❡♥ "❡❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ❛% ❧❡❛2% ♦♥❝❡✳ ❆♥❛❧②2✐2 ♦❢ 2✐♠✉❧❛%✐♦♥2

♦✉%♣✉% 2❤♦✇2 %❤❛% %❤❡ ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❧❡♥❣%❤ ❝❛✉2✐♥❣ ❛♥ ❡✲❢♦❧❞ ♦❢ %❤❡ ❢"❛❝%✐♦♥ ♦❢

❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ♣❛"%✐❝❧❡2 ❢♦" ♣❡"♠❛♥❡♥%❧② ❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ❡❧❡❝%"♦♥2 ✭❜❧❛❝❦✲❧✐♥❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✺✮ ✐2

Ln,p ❂ ✶✸✳✻ µ♠✳ ❉❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❧❡♥❣%❤ ❜❡❝♦♠❡2 Ln ❂ ✶✾✳✺ µ♠ ✐❢ %❤❡ %♦%❛❧ ❢"❛❝%✐♦♥

♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ♣❛"%✐❝❧❡2✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ %❤❡ "❡❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ♦♥❡2✱ ✐2 ❝♦♥2✐❞❡"❡❞ ✭"❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥

❋✐❣✳ ✸✳✺✮✳ ❚❤❡ ❧❛%%❡" ✈❛❧✉❡ ✐2 ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣"❡❡♠❡♥% ✇✐%❤ %❤❡ ❡①♣❡"✐♠❡♥%❛❧ "❡2✉❧%✳ ■♥
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✺✿ ▼♦♥#❡✲❈❛(❧♦ *✐♠✉❧❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❝♦♥#(✐❜✉#✐♦♥* #♦ #❤❡ ❛♥❣✉❧❛( ❞✐*#(✐❜✉#✐♦♥

♦(✐❣✐♥❛#❡❞ ❢(♦♠ (❡❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ♣❛(#✐❝❧❡*✳ ❚❤❡ (❡❞ ❧✐♥❡ (❡♣(❡*❡♥#* #❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞✐*#(✐❜✉#✐♦♥❀

❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ (❡♣(❡*❡♥#* #❤❡ ♣❛(#✐❝❧❡* #❤❛# ❤❛✈❡ ♥❡✈❡( ❜❡❡♥ (❡❝❤❛♥♥❡❧❡❞❀ ❣(❡❡♥✱ ❜❧✉❡ ❛♥❞ ❧✐❣❤#

❜❧✉❡ ❧✐♥❡* (❡♣(❡*❡♥# #❤❡ ❞✐*#(✐❜✉#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ♣❛(#✐❝❧❡* (❡❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ✶✱ ✷✱ ✸ #✐♠❡* (❡*♣❡❝#✐✈❡❧②✳

❆❞❛♣#❡❞ ❢(♦♠ ❘❡❢✳ ❬✼✵❪✳

♣❛"#✐❝✉❧❛"✱ #❤❡ +#"♦♥❣ ❝♦♥#"✐❜✉#✐♦♥ ♦❢ "❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ✐+ ❡①♣❡❝#❡❞ ❢"♦♠ #❤❡ "❡✈❡"+✐❜✐❧✲

✐#② "✉❧❡ ✭+❡❡ ❙❡❝✳ ✶✳✶✳✹✮✳ ❆+ #❤❡"❡ ❛"❡ ♣❛"#✐❝❧❡+ #❤❛# ❡①✐# ❢"♦♠ #❤❡ ❝"②+#❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧✱

#❤❡"❡ ❤❛✈❡ #♦ ❜❡ ♣❛"#✐❝❧❡+ ❡♥#❡"✐♥❣ #❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❙✐♥❝❡ ❢♦" ❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ♥❡❣❛#✐✈❡ ♣❛"#✐✲

❝❧❡+✱ #❤❡ ♣♦++✐❜✐❧✐#② ♦❢ +✉✛❡"✐♥❣ ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ✐+ ✐♥❝"❡❛+❡❞ #❤❛♥ ❢♦" ♣♦+✐#✐✈❡ ❝❤❛"❣❡+

❞✉❡ #♦ #❤❡ +#"♦♥❣ ❝♦♥#"✐❜✉#✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧#✐♣❧❡ +❝❛##❡"✐♥❣ ✇✐#❤ ♥✉❝❧❡✐✱ #❤❡ +❛♠❡ ❤❛+

#♦ ❜❡ ❢♦" "❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐+ ❝❛✉+❡❞ ❜② #❤❡ +❛♠❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ■❢ #❤❡ ♣❛"#✐❝❧❡

❞②♥❛♠✐❝+ ✐+ +#"♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② #❤❡ ✐♥❝♦❤❡"❡♥# +❝❛##❡"✐♥❣✱ #❤❡ +❛♠❡ +❤♦✉❧❞ ❜❡

❢♦" #❤❡ ♣"♦❝❡++ ♦❢ "❛❞✐❛#✐♦♥ ❡♠✐++✐♦♥✳ ❚❤✐+ ❧❡❞ ✉+ #♦ ♣❡"❢♦"♠ #❤❡ "❛❞✐❛#✐♦♥ +#✉❞②

"❡♣♦"#❡❞ ✐♥ #❤❡ ♥❡①# +❡❝#✐♦♥✳

✸✳✶✳✸ ❊❧❡❝'(♦♠❛❣♥❡'✐❝ (❛❞✐❛'✐♦♥ ❡♠✐''❡❞ ❜② ❙✉❜✲●❡❱ ❊❧❡❝✲

'(♦♥7 ✐♥ ❛ ❇❡♥' ❈(②7'❛❧

❚❤❡ "❡+✉❧#+ ♦❢ #❤❡ "❛❞✐❛#✐♦♥ +#✉❞② ♣"❡+❡♥#❡❞ ✐♥ #❤✐+ +❡❝#✐♦♥ ❛"❡ "❡♣♦"#❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳

❬✼✶❪✳ ❚❤❡ ❡①♣❡"✐♠❡♥#❛❧ ❧❛②♦✉# ✐+ #❤❡ +❛♠❡ ✉+❡❞ ❢♦" #❤❡ ❡①♣❡"✐♠❡♥# ❞❡+❝"✐❜❡❞ ✐♥ #❤❡

♣"❡✈✐♦✉+ +❡❝#✐♦♥+✱ ✐✳❡✳ ❛♥ ✽✺✺ ▼❡❱ ❡❧❡❝#"♦♥ ❜❡❛♠ ❞❡❧✐✈❡"❡❞ ❜② #❤❡ ▼❆▼■ ❛❝❝❡❧❡"❛✲

#♦" #♦ #❤❡ ✸✵✳✺ µ♠✲#❤✐❝❦ ❝"②+#❛❧ ❛❧"❡❛❞② ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦" ❜❡❛♠ +#❡❡"✐♥❣ ♠❡❛+✉"❡♠❡♥#✳

❚❤❡ ♣❤♦#♦♥+ ❡♠✐##❡❞ ❜② #❤❡ ❡❧❡❝#"♦♥+ ✐♥+✐❞❡ #❤❡ ❝"②+#❛❧ ✇❡"❡ +❡♣❛"❛#❡❞ ❜② #❤❡

❝❤❛"❣❡❞ ❜❡❛♠ #❤"♦✉❣❤ ❛ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠❛❣♥❡#✱ ❛♥❞ ❛❢#❡" ✽✳✻✷✼ ♠ ❛""✐✈❡❞ ❛# ❛ ✷✺✳✹

 ✷✺✳✹ ❝♠

2
◆❛■ +❝✐♥#✐❧❧❛#♦" ❞❡#❡❝#♦"✳ ❆♥ ❛♣❡"#✉"❡ ♦❢ ✹✵✲♠♠ ❞✐❛♠❡#❡" ✐♥ #❤❡ ❧❡❛❞

+❤✐❡❧❞ +✉""♦✉♥❞✐♥❣ #❤❡ ❞❡#❡❝#♦" ♣❡"♠✐##❡❞ #❤❡ ❝♦❧❧❡❝#✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦"#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❡♠✐##❡❞

♣❤♦#♦♥+✱ "❡+✉❧#✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝♦❧❧✐♠❛#♦" ❛♣❡"#✉"❡ ♦❢ ✹✳✻✸ ♠"❛❞✱ ✐✳❡✳✱ ❡Q✉❛❧ #♦ ∼✼✳✽ #✐♠❡+
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✻✿ ✭❛✮ ❊①♣❡'✐♠❡♥+❛❧ ❞❡✢❡❝+❡❞ ❜❡❛♠ ❞✐1+'✐❜✉+✐♦♥ ✈1✳ +❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ✇✐+❤

'❡1♣❡❝+ +♦ +❤❡ ❜❡♥+ ✭✶✶✶✮ ♣❧❛♥❡1✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡'1 ✶✲✻ ♦♥ +❤❡ ✜❣✉'❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤+ ❞✐✛❡'❡♥+ '❡❣✐♦♥1

♦❢ ✐♥+❡'❡1+✿ ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✻✮ ❝'②1+❛❧ ✐1 ♠✐1❛❧✐❣♥❡❞✱ ✭✷✮ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣✱ ✭✸✮ ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣✱ ✭✹✮ ❱❘✱

❛♥❞ ✭✺✮ ✈♦❧✉♠❡ ❝❛♣+✉'❡ ✭❱❈✮✳ ✭❜✮ ❊①♣❡'✐♠❡♥+❛❧ '❛❞✐❛+✐♦♥ 1♣❡❝+'✉♠ ✈1✳ +❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣

❛♥❣❧❡ ✇✐+❤ '❡1♣❡❝+ +♦ +❤❡ ❜❡♥+ ✭✶✶✶✮ ♣❧❛♥❡1✳ ❘❡❣✐♦♥1 ✭❆✮ ❛♥❞ ✭❉✮ ❝♦''❡1♣♦♥❞ +♦ +❤❡

♥♦♥❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❝❛1❡✱ ✭❇✮ ✐1 ❢♦' ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ✭❈✮ ❢♦' ❱❘✳ ❆❞❛♣+❡❞ ❢'♦♠ ❘❡❢✳ ❬✼✶❪

 ❤❡ 1/γ ❛♥❣❧❡✱ ❢♦* ❝♦❧❧❡❝ ✐♦♥ ♦❢ ♠♦. ♦❢  ❤❡ ❡♠✐  ❡❞ ♣❤♦ ♦♥.✳ ❇❡❢♦*❡ ♠❡❛.✉*✐♥❣  ❤❡

*❛❞✐❛ ✐♦♥ .♣❡❝ *❛✱  ❤❡ ♣❛* ✐❝❧❡ ❞②♥❛♠✐❝. ✇❡*❡ ✐♥✈❡. ✐❣❛ ❡❞ ✐♥ ♦*❞❡*  ♦ ❡♥.✉*❡  ❤❡

♣*♦♣❡* ❡①♣❡*✐♠❡♥ ❛❧ ❝♦♥❞✐ ✐♦♥. ❢♦* ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❱❘✱ ✇❤✐❧❡ ♣*♦❜✐♥❣✱ ❛  ❤❡ .❛♠❡

 ✐♠❡✱  ❤❡ . ❡❡*✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐ ② ♦❢  ❤❡ ❝*②. ❛❧ ✭.❡❡ ♣*❡✈✐♦✉. .❡❝ ✐♦♥✮✳

❆ ❝❛❧✐❜*❛ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ ❞❡ ❡❝ ♦* ✇❛. ❞♦♥❡ ❛. ❞❡.❝*✐❜❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✶✸✼❪ ❜② ✉.✐♥❣

 ❤❡ ♥❛ ✉*❛❧ *❛❞✐♦❛❝ ✐✈❡ ✐.♦ ♦♣❡.

40
❑ ✭✶✳✹✻✶ ▼❡❱✮ ❛♥❞

208
❚❧✴

228
❚❤ ✭✷✳✻✶✹✻ ▼❡❱✮

✇❤✐❝❤ ❛*❡ ✐♠♣✉*✐ ✐❡. ✐♥  ❤❡ ❞❡ ❡❝ ♦* ✐ .❡❧❢ ❛♥❞ ✐♥  ❤❡ .✉**♦✉♥❞✐♥❣.✳ ❚❤❡♥  ❤❡

❡❧❡❝ *♦♥ ❜❡❛♠ ✇❛. .❡ ❛ ✽✺✺ ▼❡❱ ❛♥❞  ❤❡ ❡♠✐  ❡❞ ♣❤♦ ♦♥. ❛❢ ❡* ✐♥ ❡*❛❝ ✐♦♥ ✇✐ ❤

 ❤❡ ❝*②. ❛❧ ✐♥ *❛♥❞♦♠ ♦*✐❡♥ ❛ ✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦❧❧❡❝ ❡❞ ❜②  ❤❡ .❝✐♥ ✐❧❧❛ ♦* ❞❡ ❡❝ ♦*✳

❆❢ ❡*  ❤❡ .✉❜ *❛❝ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ ❜❛❝❦❣*♦✉♥❞ ❝♦♥ *✐❜✉ ✐♦♥✱  ❤❡ ♣✉*❡ ♣❤♦ ♦♥ .♣❡❝ *✉♠

♦❢ ❡♠✐  ❡❞ *❛❞✐❛ ✐♦♥ ❜② ❡❧❡❝ *♦♥. ✐♥.✐❞❡  ❤❡ ❝*②. ❛❧ ✐. ♦❜ ❛✐♥❡❞✳

❚❤❡ ❝*②. ❛❧ ✇❛.  ❤❡♥ *♦ ❛ ❡❞ ❛*♦✉♥❞  ❤❡ ① ❛①✐. ❛♥❞✱ ❢♦* ❡❛❝❤ ❛♥❣✉❧❛* ♣♦.✐ ✐♦♥
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✭♦♥❡ ❡✈❡%② ✵✳✵✵✸ ❞❡❣%❡❡, ≈ ✺✷ µ%❛❞✮✱ 2❤❡ ♣❤♦2♦♥ ,♣❡❝2%✉♠ ❛❢2❡% ✐♥2❡%❛❝2✐♦♥ ✇✐2❤ 2❤❡

❝%②,2❛❧ ✇❛, %❡❝♦%❞❡❞✳ ❚❤❡ ❡①♣❡%✐♠❡♥2❛❧ %❛❞✐❛2✐♦♥ ,♣❡❝2%✉♠ ❛❢2❡% ✐♥2❡%❛❝2✐♦♥ ✇✐2❤

2❤❡ ❝%②,2❛❧ ❛, ❛ ❢✉♥❝2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ❝%②,2❛❧✲2♦✲❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡ ✐, ,❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✻✭❜✮✳ ❚❤❡

%❡❣✐♦♥, ✭❆✮ ❛♥❞ ✭❉✮ ❝♦%%❡,♣♦♥❞ 2♦ 2❤❡ ♥♦♥❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❝❛,❡✱ ✭❇✮ ✐, ❢♦% ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣

❛♥❞ ✭❈✮ ❢♦% ❱❘✳ ❋♦% ❝♦♠♣❛%✐,♦♥✱ ❋✐❣✳ ✸✳✻✭❛✮ ❞✐,♣❧❛②, 2❤❡ ♦✉2❣♦✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ❢%♦♠ 2❤❡

❝%②,2❛❧ ❛, ❛ ❢✉♥❝2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ❜❡❛♠ ♦%✐❡♥2❛2✐♦♥ ✇✐2❤ %❡,♣❡❝2 2♦ 2❤❡ ✭✶✶✶✮ ♣❧❛♥❡,✳ ❆

❞✐%❡❝2 ❝♦♠♣❛%✐,♦♥ ❜❡2✇❡❡♥ 2❤❡ ❞✐,2%✐❜✉2✐♦♥, ♦❢ ❋✐❣,✳ ✸✳✻ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ,❤♦✇, 2❤❛2

%❛❞✐❛2✐♦♥ ✐♥2❡♥,✐2② ✐, ,2%♦♥❣❡% 2❤❛♥ ❢♦% 2❤❡ ♠✐,❛❧✐❣♥❡❞ ❝❛,❡ ✭%❡❣✐♦♥, ❆ ❛♥❞ ❉✮ ✇✐2❤✐♥

❛❧❧ 2❤❡ ❛♥❣✉❧❛% ❛❝❝❡♣2❛♥❝❡ ♦❢ ❱❘ ✭❝♦%%❡,♣♦♥❞✐♥❣ 2♦ %❡❣✐♦♥ ✭❈✮✮✳ ◆❡✈❡%2❤❡❧❡,,✱ 2❤❡

♠♦,2 ✐♥2❡♥,❡ %❡❣✐♦♥ ✐, %❡♣%❡,❡♥2❡❞ ❜② ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ %❛❞✐❛2✐♦♥ ✭❈❘✮ ♦❢ %❡❣✐♦♥ ✭❇✮✳

❙✐♥❝❡ ✐2 ✐, ♥♦2 ♣♦,,✐❜❧❡ 2♦ 2❛❣ ❡❛❝❤ ♣❤♦2♦♥ ✇✐2❤ 2❤❡ ❞❡✢❡❝2❡❞ ♣❛%2✐❝❧❡,✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦2

,❡♣❛%❛2❡ ❡①♣❡%✐♠❡♥2❛❧❧② 2❤❡ ❝♦♥2%✐❜✉2✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡✲❝❛♣2✉%❡❞ ♣❛%2✐❝❧❡, ✐♥ %❛❞✐❛2✐♦♥

❛❝❝♦♠♣❛♥②✐♥❣ ❱❘ ✭%❡❣✐♦♥ ✭❈✮ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✻✭❜✮✮ ♦% 2❤❡ ❝♦♥2%✐❜✉2✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣

✐♥ 2❤❡ ❈❘ ♦❢ %❡❣✐♦♥ ✭❇✮ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✻✭❜✮✳

❋✐❣✉%❡ ✸✳✼ ✭❛✮ ,❤♦✇, 2❤❡ ❡①♣❡%✐♠❡♥2❛❧ ,♣❡❝2%❛ ❢♦% ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ✭α✲❝✉%✈❡✮✱ ❱❘

✭β✲❝✉%✈❡✮ ❛2 ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ θin ❡M✉❛❧ 2♦ ✹✾✸ µ%❛❞ ❢%♦♠ 2❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐2✐♦♥✱

❛♥❞ ❢❛% ❢%♦♠ 2❤❡ ✭✶✶✶✮ ❜❡♥2 ♣❧❛♥❡,✱ ❛2 θin ❂ ✽✼✷✻ µ%❛❞ ✭γ✲❝✉%✈❡✮✳ ❚❤❡ ✐♥2❡♥,✐2✐❡,

❢♦% ❜♦2❤ ❈❘ ✭α✮ ❛♥❞ %❛❞✐❛2✐♦♥ ❛❝❝♦♠♣❛♥②✐♥❣ ❱❘ ✭β✮ ❛%❡ ,2%♦♥❣❡% 2❤❛♥ ❢♦% 2❤❡

❝❛,❡ ❢❛% ❢%♦♠ 2❤❡ ❜❡♥2 ✭✶✶✶✮ ♣❧❛♥❡, ✭γ✮✳ ❚❤❡ ❡①♣❡%✐♠❡♥2❛❧ ,♣❡❝2%❛ %❡♣%❡,❡♥2 2❤❡

2♦2❛❧ %❛❞✐❛2✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝2❡❞ ❜② 2❤❡ ◆❛■ ❞❡2❡❝2♦% 2❤❛2 ✐, ♣%♦♣♦%2✐♦♥❛❧ 2♦ 2❤❡ ♥✉♠❜❡%

♦❢ ♣❤♦2♦♥, ❜② ✉♥✐2 2✐♠❡ ❛♥❞ ❡♥❡%❣②✳ ❋♦% 2❤❡ ,❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❛%✐,♦♥ ✇✐2❤ 2❤❡ ,♣❡❝2%❛

♥♦%♠❛❧❧② ❞✐,♣❧❛②❡❞ ✐♥ 2❤❡ ❧✐2❡%❛2✉%❡✱ ❋✐❣✳ ✸✳✼ ✭❜✮ ❤✐❣❤❧✐❣❤2, 2❤❡ ,♣❡❝2%❛❧ ✐♥2❡♥,✐2✐❡,

♦❜2❛✐♥❡❞ ❜② ♠✉❧2✐♣❧②✐♥❣ 2❤❡ ❡①♣❡%✐♠❡♥2❛❧ ,♣❡❝2%❛ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✼ ✭❛✮ ❜② 2❤❡ ♣❤♦2♦♥

❡♥❡%❣②✱ ❊✳ ❚❤❡ ,♣❡❝2%❛❧ ✐♥2❡♥,✐2② ♦❢ ❈❘ ♣❡❛❦, ❢♦% ♣❤♦2♦♥ ❡♥❡%❣✐❡, ❝❧♦,❡ 2♦ ✶✳✽ ▼❡❱✱

✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛%, ❛❧,♦ ✐♥ 2❤❡ ❝❛,❡ ♦❢ ❱❘✱ 2❤♦✉❣❤ ❧❡,, ✐♥2❡♥,❡✳

❋♦% 2❤❡ ✐♥2❡%♣%❡2❛2✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡%✐♠❡♥2❛❧❧② %❡❝♦%❞❡❞ ♣❛22❡%♥,✱ ▼♦♥2❡ ❈❛%❧♦ ,✐♠✲

✉❧❛2✐♦♥, ✇✐2❤ 2❤❡ ❡①2❡♥,✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ❉❨◆❊❈❍❆❘▼✰✰ ❝♦❞❡ ❬✶✸✽❪ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ 2❤❡

%♦✉2✐♥❡ ❘❆❉❈❍❆❘▼✰✰ ❢♦% %❛❞✐❛2✐♦♥ ❝♦♠♣✉2❛2✐♦♥ ❬✶✸✼✱ ✶✸✾❪ ✇❡%❡ ♣❡%❢♦%♠❡❞✳

❚❤❡ ,✐♠✉❧❛2❡❞ ,♣❡❝2%❛❧ ✐♥2❡♥,✐2✐❡, E(dN/dE) ✈,✳ E✱ dN/dE ❜❡✐♥❣ 2❤❡ ♣❤♦2♦♥

❡♠✐,,✐♦♥ ♣%♦❜❛❜✐❧✐2②✱ ❢♦% ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ✭❝✐%❝❧❡,✮✱ ❱❘ ✭❞♦✇♥ 2%✐❛♥❣❧❡,✮ ❛♥❞ ♠✐,❛❧✐❣♥❡❞

❝❛,❡, ✭,2❛%,✮✱ ❛%❡ ❛❧,♦ ❞✐,♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✼✭❜✮✱ ,❤♦✇✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣%❡❡♠❡♥2 ✇✐2❤ ❡①✲

♣❡%✐♠❡♥2, ❜♦2❤ ✐♥ 2❤❡ ,❤❛♣❡ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐2✉❞❡✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡%❡♥❝❡ ✐♥ 2❤❡ ②✲,❝❛❧❡ ❜❡2✇❡❡♥

❡①♣❡%✐♠❡♥2❛❧ ❛♥❞ ,✐♠✉❧❛2❡❞ ,♣❡❝2%❛ ✐, ❞✉❡ 2♦ 2❤❡ ❢❛❝2 2❤❛2 ✐♥ 2❤❡ ✜%,2 ❝❛,❡ 2❤❡

✇❤♦❧❡ %❛❞✐❛2✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝2❡❞ ❜② 2❤❡ ◆❛■ ❞❡2❡❝2♦% ✐, ,❤♦✇♥✱ ✇❤✐❧❡ 2❤❡ ❧❛22❡% %❡♣%❡,❡♥2,

2❤❡ ♣❤♦2♦♥ ❡♠✐,,✐♦♥ ♣%♦❜❛❜✐❧✐2②✳ ❚❤❡ ▼♦♥2❡ ❈❛%❧♦ ❝♦❞❡ ❛❧❧♦✇, ♦♥❡ 2♦ ✐♥✈❡,2✐✲

❣❛2❡ 2❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ 2❤❡ ✐♥❝♦❤❡%❡♥2 ,❝❛22❡%✐♥❣ ♦♥ 2❤❡ ♣%♦❝❡,, ♦❢ ♣❤♦2♦♥ ❡♠✐,,✐♦♥✱

,✐♠✐❧❛%❧② ♦❢ ✇❤❛2 ❤❛, ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❢♦% ♣❛%2✐❝❧❡ ,2❡❡%✐♥❣✳ ❋✐❣✉%❡ ✸✳✽ ,❤♦✇, 2❤❡ ,✐♠✲

✉❧❛2❡❞ ,♣❡❝2%❛❧ ✐♥2❡♥,✐2② ❢♦% ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ✭❝✐%❝❧❡, ❛♥❞ ,M✉❛%❡,✮ ❛♥❞ ❱❘ ✭❞♦✇♥✲ ❛♥❞

✉♣✲2%✐❛♥❣❧❡,✮ ❜② 2❛❦✐♥❣ ✭❝✐%❝❧❡, ❛♥❞ ❞♦✇♥✲2%✐❛♥❣❧❡,✮ ♦% ♥♦2 2❛❦✐♥❣ ✭,M✉❛%❡, ❛♥❞

✉♣✲2%✐❛♥❣❧❡,✮ ✐♥2♦ ❛❝❝♦✉♥2 2❤❡ ✐♥❝♦❤❡%❡♥2 ,❝❛22❡%✐♥❣✳ ❋♦% ❝♦♠♣❛%✐,♦♥✱ 2❤❡ ,✐♠✉✲

✽✻



❋✐❣✉$❡ ✸✳✼✿ ✭❛✮ ❊①♣❡'✐♠❡♥+❛❧ '❛❞✐❛+✐♦♥ /♣❡❝+'❛ ✭/♦❧✐❞ ❧✐♥❡/✮ ❢♦' +❤❡ ❝❛/❡/ ♦❢ ❝❤❛♥✲

♥❡❧✐♥❣ ✭θin ❂ ✵ µ'❛❞✱ α✮✱ ❱❘ ✭θin ❂ ✹✾✸ µ'❛❞✱ β✮✱ ❛♥❞ ❢❛' ❢'♦♠ ✭✶✶✶✮ ❜❡♥+ ♣❧❛♥❡/

✭θin ❂ ✽✼✷✻ µ'❛❞✱ γ✮✳ ❇❡❛♠✲♦✛ ❜❛❝❦❣'♦✉♥❞ ❤❛/ ❜❡❡♥ /✉❜+'❛❝+❡❞✳ ❚❤❡ ❡①♣❡'✐♠❡♥+❛❧ /❝❛❧❡

❤❛/ ❜❡❡♥ ❝❤♦/❡♥ ❢'♦♠ ✵✳✺ ▼❡❱ +♦ ✽ ▼❡❱ +♦ /❡❧❡❝+ +❤❡ '❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥+❡'❡/+ ❢♦' ❈❘✳ ■♥/❡+ ♦❢

❋✐❣✳ ✸✳✼✭❛✮✿ ❡①♣❡'✐♠❡♥+❛❧ '❛❞✐❛+✐♦♥ /♣❡❝+'❛ ♦❜+❛✐♥❡❞ ✇✐+❤ ❛ /♠❛❧❧❡' ❝♦❧❧✐♠❛+♦' ❛♣❡'+✉'❡

✭✹ ♠♠ ✐♥/+❡❛❞ ♦❢ ✹✵ ♠♠✮ ❝♦♠♣❛'❡❞ +♦ ❋✐❣✳ ✸✳✼✭❛✮✳ ✭❜✮ ❊①♣❡'✐♠❡♥+❛❧ ✭❧❡❢+ /❝❛❧❡✮ ❛♥❞

/✐♠✉❧❛+❡❞ ✭'✐❣❤+ /❝❛❧❡✮ '❛❞✐❛+✐♦♥ /♣❡❝+'❛❧ ✐♥+❡♥/✐+✐❡/ ♦❜+❛✐♥❡❞ ❜② ♠✉❧+✐♣❧②✐♥❣ +❤❡ ❡①♣❡'✲

✐♠❡♥+❛❧ /♣❡❝+'❛ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✼✭❛✮ ❜② +❤❡ ♣❤♦+♦♥ ❡♥❡'❣② ❊ ❢♦' +❤❡ +❤'❡❡ ❝❛/❡/✳ ❚❤❡ ♣❤♦+♦♥

❡♠✐//✐♦♥ ✐♥+❡♥/✐+② ❢♦' ♦♥❡ ❡❧❡❝+'♦♥✱ E(dN/dE)✱ ❤❛/ ❜❡❡♥ ♦❜+❛✐♥❡❞ ❛✈❡'❛❣✐♥❣ ♦✈❡' ✶✵✵✵

+'❛❥❡❝+♦'✐❡/✳ ❆❞❛♣+❡❞ ❢'♦♠ ❘❡❢✳ ❬✼✶❪

❧❛"❡❞ ✐♥❝♦❤❡*❡♥" ❜*❡♠--"*❛❤❧✉♥❣ ✭❇❡"❤❡✲❍❡✐"❧❡*✮ ✈❛❧✉❡ ✐- ❛❧-♦ -❤♦✇♥ ✭❞✐❛♠♦♥❞-✮

♦♥ ❋✐❣✳ ✸✳✽✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦"✐❝❡ "❤❛" ❈❘ ✐- -✉♣♣*❡--❡❞ ❜② "❤❡ ❡✛❡❝" ♦❢ ✐♥❝♦❤❡*❡♥" -❝❛"✲

"❡*✐♥❣✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥❝♦❤❡*❡♥" -❝❛""❡*✐♥❣ ♠❛② ❧❡❛❞ "♦ "❤❡ ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ♦❢ "❤❡ ❡❧❡❝"*♦♥-✱

✇❤✐❝❤ ❝❛✉-❡- ❛ -"*♦♥❣ *❡❞✉❝"✐♦♥ ✐♥ "❤❡ ❈❘ ✐♥"❡♥-✐"②✳ ❖♥ "❤❡ ❝♦♥"*❛*②✱ ✐♥ "❤❡ ❝❛-❡

♦❢ ❱❘ "❤❡ ❡♠✐""❡❞ *❛❞✐❛"✐♦♥ ✐- ✐♥"❡♥-✐✜❡❞ ❜② "❤❡ ✐♥❝♦❤❡*❡♥" -❝❛""❡*✐♥❣✱ ❡-♣❡❝✐❛❧❧②

✐♥ "❤❡ *❡❣✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❈❘ ♣❡❛❦✳ ❚❤✐- ❢❛❝" ❤❛- "♦ ❜❡ ❛-❝*✐❜❡❞ "♦ "❤❡ ❝♦♥"*✐❜✉"✐♦♥ ♦❢

"❤❡ ✈♦❧✉♠❡✲❝❛♣"✉*❡❞ ♣❛*"✐❝❧❡-✱ ✇❤✐❝❤ ✉♥❞❡*❣♦ ❛ ❞②♥❛♠✐❝- -✐♠✐❧❛* "♦ "❤❛" ♦❢ ❝❤❛♥✲

♥❡❧❡❞ ♣❛*"✐❝❧❡- ❛❢"❡* "❤❡ ❝❛♣"✉*❡ ✐♥"♦ "❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✱ *❡-✉❧"✐♥❣ ✐♥ ❛ -✐♠✐❧❛* *❛❞✐❛"✐♦♥

♣*♦❝❡--✳

❚❤*♦✉❣❤ -✐♠✉❧❛"✐♦♥ ✐" ✇❛- ❢♦✉♥❞ "❤❛" "❤❡ ✸✷% ♦❢ "❤❡ "♦"❛❧ ♥✉♠❜❡* ♦❢ ❡❧❡❝"*♦♥-

❛*❡ ✈♦❧✉♠❡✲❝❛♣"✉*❡❞✱ ✇❤✐❧❡ "❤❡ *❡-" ♦❢ "❤❡❜❡❛♠ ♣❛*"✐❝❧❡- ✭✻✽✪✮ ✇❛- ♣✉*❡❧② ✈♦❧✉♠❡✲

*❡✢❡❝"❡❞✳ ❋✐❣✳ ✸✳✾ ❞✐-♣❧❛②- "❤❡ ❝♦♥"*✐❜✉"✐♦♥ "♦ "❤❡ *❛❞✐❛"✐♦♥ ❛❝❝♦♠♣❛♥②✐♥❣ ❱❘

✭❞♦✇♥ "*✐❛♥❣❧❡-✮ ♦❢ "❤❡ ✈♦❧✉♠❡✲❝❛♣"✉*❡❞ ✭❝✐*❝❧❡-✮ ❛♥❞ "❤❡ ♣✉*❡❧② ✈♦❧✉♠❡✲*❡✢❡❝"❡❞

✭✉♣ "*✐❛♥❣❧❡-✮ ♣❛*"✐❝❧❡-✳ ❚❤❡ ✜*-" ❝❛-❡✱ ♣*❡-❡♥"❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✾ ❜② ❝✐*❝❧❡-✱ -❤♦✇- "❤❡
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-❤❡ ❝)②.-❛❧✳ ❚❤❡ ❞❡-❡❝-♦) ♣)♦✈✐❞❡. -❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐❛❣♥♦.-✐❝. ❜② ♠♦♥✐-♦)✐♥❣ -❤❡ ❡✛❡❝-

♦❢ -❤❡ ❝)②.-❛❧ ♦♥ -❤❡ ❜❡❛♠✳ ❚❤❡ ❨❆● .❝)❡❡♥ ❝❛♠❡)❛ ❤❛. ❛ )❡.♦❧✉-✐♦♥ ♦❢ ❛❜♦✉- ✷✽

♣✐①❡❧.✴♠♠ ✐♥ -❤❡ ❤♦)✐③♦♥-❛❧ ❞✐)❡❝-✐♦♥ ❛♥❞ ✷✵ ♣✐①❡❧.✴♠♠ ✐♥ -❤❡ ✈❡)-✐❝❛❧ ♦♥❡✳
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✶✿ ❉❡✢❡❝$✐♦♥ ♣❧♦$ ❛$ ✻✳✸ ●❡❱ ❜❡❛♠ ❡♥❡2❣②✳ ❈♦❧♦26 ❝♦22❡6♣♦♥❞ $♦

❧♦❣✭✐♥$❡♥6✐$②✮✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡26 ❞❡♥♦$❡ $❤❡ ♦2✐❡♥$❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❝2②6$❛❧✳ ✶✿ ❛♠♦2♣❤♦✉6✳ ✷✿

❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣✳ ✸✿ ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣✳ ✹✿ ✈♦❧✉♠❡ 2❡✢❡❝$✐♦♥✳ ✺✿ ✈♦❧✉♠❡ ❝❛♣$✉2❡✳ ❆❞❛♣$❡❞ ❢2♦♠

❘❡❢✳ ❬✼✷❪✳

✸✳✷✳✷ ❈♦❤❡'❡♥) ✐♥)❡'❛❝)✐♦♥- ♦❢ ✸✳✸✺ ✲ ✶✹✳✵ ●❡❱ ❊❧❡❝)'♦♥- ✐♥

❛ ❜❡♥) ❙✐❧✐❝♦♥ ❈'②-)❛❧

■♥ "❤✐% %❡❝"✐♦♥ ■ ✇✐❧❧ %❤♦✇ "❤❡ +❡%✉❧"% ♦❜"❛✐♥❡❞ ✐♥ "❤❡ ❚✲✺✶✸ ❡①♣❡+✐♠❡♥"✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤

■ ✇❛% ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❢♦+ "❤❡ ❢❛❜+✐❝❛"✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛+❛❝"❡+✐③❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❜❡♥" ❝+②%"❛❧ ✉%❡❞✳

❚❤❡%❡ +❡%✉❧"% ❛+❡ ❛❧+❡❛❞② ♣✉❜❧✐%❤❡❞ ✐♥ ❘❡❢%✳ ❬✼✷✱ ✶✸✶❪✳

❚❤❡ %✐❧✐❝♦♥ ✭❙✐✮ ❝+②%"❛❧ ✉%❡❞ ✐♥ "❤✐% ❡①♣❡+✐♠❡♥" ✇❛% ❢❛❜+✐❝❛"❡❞ ❛% ❡①♣❧❛✐♥❡❞

✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✹ ❛♥❞ ❘❡❢✳ ❬✻✾❪ ✇✐"❤ ❝+②%"❛❧❧♦❣+❛♣❤✐❝ ♦+✐❡♥"❛"✐♦♥ ❝❤♦%❡♥ "♦ ♣+♦❞✉❝❡

J✉❛%✐✲♠♦%❛✐❝ ❜❡♥❞✐♥❣ ♦❢ "❤❡ ✭✶✶✶✮ ♣❧❛♥❡ ❬✻✶❪✳ ■"% "❤✐❝❦♥❡%% ✇❛% ♠❡❛%✉+❡❞ ✐♥"❡+❢❡+✲

♦♠❡"+✐❝❛❧❧② "♦ ❜❡ ✻✵ ± ✶ µ♠✳ ❚❤❡ ✭✶✶✶✮ ♣❧❛♥❡ ❤❛% ❛ ❜❡♥❞✐♥❣ +❛❞✐✉% ♦❢ ✶✹✾ ♠♠

❣✐✈✐♥❣ ❛ "♦"❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ♦❢ "❤❡ ❝+②%"❛❧ ♦❢ θb ❂ ✹✵✷ ± ✾ µ+❛❞ ✐♥ "❤❡ ❤♦+✐③♦♥"❛❧

❞✐+❡❝"✐♦♥✳ ❈+②%"❛❧ ✐% ❞❡♣✐❝"❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸✺✭❛✮✳ ❘❡%✉❧"% ♦❢ "❤❡ ❝❤❛+❛❝"❡+✐③❛"✐♦♥ ❛+❡

%❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣%✳ ✷✳✸✽ ❛♥❞ ✷✳✹✵✳

❚❤❡ ❡①♣❡+✐♠❡♥"❛❧ ♠❡❛%✉+❡♠❡♥"% ✇❡+❡ ♣❡+❢♦+♠❡❞ ❜② +♦"❛"✐♥❣ "❤❡ ❝+②%"❛❧ ✐♥

%♠❛❧❧ ❛♥❣✉❧❛+ %"❡♣% ❛♥❞ +❡❝♦+❞✐♥❣ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ "❤❡ ❝✐+❝✉❧❛+ ❨❆● %❝+❡❡♥✳ ❚❤❡

❝+②%"❛❧ ❞❡✢❡❝"% ♣❛+"✐❝❧❡% ✐♥ "❤❡ ❤♦+✐③♦♥"❛❧ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ✐♥"❡♥%✐"② ✐% %✉♠♠❡❞ ✐♥ "❤❡

✈❡+"✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡✱ ❛♥❞ "❤❡ ♣+♦❜❛❜✐❧✐"② ❞✐%"+✐❜✉"✐♦♥ ✐% ♥♦+♠❛❧✐③❡❞ ❛% %❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✷✿ ❚❤❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐*② ❞❡♥.✐*② ♦❢ *❤❡ ❞❡✢❡❝*❡❞ ♣❛$*✐❝❧❡. ✇❤❡♥ *❤❡ ❝$②.*❛❧ ✐. ✐♥

*❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ♦$✐❡♥*❛*✐♦♥ ✭❛✮✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥ *❤❡ ❝$②.*❛❧ ✐. ❛* ❤❛❧❢ ♦❢ *❤❡ ❢✉❧❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ❛♥❣❧❡

✭❜✮ ❢♦$ *❤❡ ❞✐✛❡$❡♥* ❡♥❡$❣✐❡. ✐♥ *❤❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥*✳ ■♥ ✭❜✮ *❤❡ ❧❛$❣❡ ❧❡❢*♠♦.* ♣❡❛❦. ❛$❡

*❤❡ ✈♦❧✉♠❡ $❡✢❡❝*❡❞ ♣♦$*✐♦♥. ❛♥❞ *❤❡ .♠❛❧❧ $✐❣❤*♠♦.* ♣❡❛❦. ❛$❡ *❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❝❛♣*✉$❡❞

♣❛$*✐❝❧❡.✳ ❆❞❛♣*❡❞ ❢$♦♠ ❘❡❢✳ ❬✶✸✶❪✳

✸✳✶✷❛✳ ❋♦' ❡❛❝❤ ❝'②,-❛❧ ❛♥❣❧❡ ,❡✈❡'❛❧ ✐♠❛❣❡, ✇❡'❡ -❛❦❡♥✳ ❚❤❡ ❞✐,-'✐❜✉-✐♦♥ ❛❧♦♥❣

-❤❡ ②✲❛①✐, ✇✐-❤ -❤❡ ❝'②,-❛❧ ❛♥❣❧❡ ❛❧♦♥❣ -❤❡ ①✲❛①✐, ❣✐✈❡, -❤❡ ❞❡✢❡❝-✐♦♥ ♣❧♦-✱ ♦❢

✇❤✐❝❤ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐, ,❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✶✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❝❧❡❛'❧② ❞✐,-✐♥❣✉✐,❤ ❛ ♣❛--❡'♥

,✐♠✐❧❛' -♦ -❤❡ ♦♥❡ ♦❜-❛✐♥❡❞ ❛- ▼❆▼■ ✇✐-❤ ,✉❜✲●❡❱ ❡❧❡❝-'♦♥, ✭,❡❡ ❙❡❝✳ ✸✳✶✳✷✮✳ ❆

❝'②,-❛❧ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✵ ✇❛, ❝❤♦,❡♥ -♦ ❜❡ -❤❡ ♦'✐❡♥-❛-✐♦♥ ♦❢ ❝❧♦,❡,- ❞✐'❡❝- ❡♥-'② ♦❢ -❤❡

❜❡❛♠ ✐♥-♦ -❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛, ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡'✐♠❡♥-❛❧❧② '❡❛❧✐③❡❞✳ ❚❤❡ ♦'✐❡♥-❛-✐♦♥ ❝❤♦,❡♥

❢♦' ✈♦❧✉♠❡ '❡✢❡❝-✐♦♥ ,-✉❞✐❡, ❝♦''❡,♣♦♥❞, -♦ -❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ -❤❡ ❛♥❣✉❧❛' ❛❝❝❡♣-❛♥❝❡

'❡❣✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐, ❛♣♣'♦①✐♠❛-✐✈❡❧② ❡K✉❛❧ -♦ -❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❞❡✢❡❝-✐♦♥ ❛♥❣❧❡✳

❈❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ '❡✢❡❝-✐♦♥ ✇❡'❡ ✐♥✈❡,-✐❣❛-❡❞ ❛- ✺ ❡♥❡'❣✐❡,✿ ✸✳✸✺✱ ✹✳✷✱

✻✳✸✱ ✶✵✳✺ ❛♥❞ ✶✹✳✵ ●❡❱✳ ❋♦' -❤❡ ❝❛,❡, '❡♣♦'-❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✼✷❪✱ ✐✳❡✳ ✸✳✸✺ ❛♥❞ ✻✳✸ ●❡❱✱

❞❡✢❡❝-✐♦♥, ♦❢ -❤❡ ❜❡❛♠ ✇❛, ❛- ✹✵✵ µ'❛❞ ❢♦' ❜♦-❤ ❡♥❡'❣✐❡,✱ -❤✉, ❝♦♥✜'♠✐♥❣ -❤❡

❜❡♥❞✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ✇❤✐❝❤ ✇❛, ♣'❡❞✐❝-❡❞ ✇✐-❤ -❤❡ ❝❤❛'❛❝-❡'✐③❛-✐♦♥ ♣❡'❢♦'♠❡❞ ❛- ❙❙▲✳

❉❡✢❡❝-✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡ ✇❛, ♦❢ ❛❜♦✉- ✷✷✪ ❢♦' ❜♦-❤ ❡♥❡'❣✐❡,✳ ■♥

-❤❡ ✈♦❧✉♠❡✲'❡✢❡❝-✐♦♥ ♦'✐❡♥-❛-✐♦♥✱ ❞❡✢❡❝-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❜❡❛♠ ✇❛, ❜② ✶✷✵ µ'❛❞ ❛- ✸✳✸✺

●❡❱ ❛♥❞ ❜② ✽✵ µ'❛❞ ❛- ✻✳✸ ●❡❱✱ ✇✐-❤ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ✽✻✪ ❛♥❞ ✾✺✪ '❡,♣❡❝-✐✈❡❧②✳ ■♥

❋✐❣✳ ✸✳✶✷ -❤❡ ♣'♦❜❛❜✐❧✐-② ❞❡♥,✐-② ♦❢ -❤❡ ❞❡✢❡❝-❡❞ ♣❛'-✐❝❧❡, ✐, ♣❧♦--❡❞ ❢♦' ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣

❛♥❞ ❱❘ '❡,♣❡❝-✐✈❡❧②✳ ■♥ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ♣❧♦-, ,❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✷✭❛✮✱ ,♦♠❡ ❣❡♥❡'❛❧

-❡♥❞❡♥❝✐❡, ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥-✐✜❡❞✳ ■♥ ♣❛'-✐❝✉❧❛'✱ -❤❡ ✇✐❞-❤ ♦❢ -❤❡ ❧❛'❣❡ ❧❡❢-♠♦,- ♣❡❛❦✱

❜❡❝♦♠❡, ♥❛''♦✇❡' ❛, ❞♦❡, -❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ♣❡❛❦ ❞✉❡ -♦ -❤❡ ❞❡❝'❡❛,✐♥❣ ❝'✐-✐❝❛❧ ❛♥❣❧❡✳

■♥ ✸✳✶✷✭❜✮ -❤❡ ❧❛'❣❡ ❧❡❢-♠♦,- ♣❡❛❦ ❞✉❡ -♦ ✈♦❧✉♠❡ '❡✢❡❝-✐♦♥ ♠♦✈❡, ❝❧♦,❡' -♦ -❤❡

✉♥❞❡✢❡❝-❡❞ ♣♦,✐-✐♦♥ ❛♥❞ -❤❡ ✇✐❞-❤ ❞❡❝'❡❛,❡, ❛, ❡♥❡'❣② ✐♥❝'❡❛,❡,✳

❆ ,✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛, ✉,❡❞ ❢♦' -❤❡ ✜--✐♥❣ ♣'♦❝❡❞✉'❡✿ ❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ♣❛'-✐❝❧❡, ❛'❡

❛,,✉♠❡❞ -♦ ❜❡ ❞✐,-'✐❜✉-❡❞ ❛❝❝♦'❞✐♥❣ -♦ ❛ ●❛✉,,✐❛♥ ❞✐,-'✐❜✉-✐♦♥ ✇✐-❤✐♥ -❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✱

✇❤✐❧❡ -❤❡ ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ♣'♦❝❡,, ♠❛② ♦❝❝♦✉' ✇✐-❤ ❝♦♥,-❛♥- ♣'♦❜❛❜✐❧✐-②✱ ❧❡❛❞✐♥❣ -♦ ❛♥

❡①♣♦♥❡♥-✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ♣❛'-✐❝❧❡,✳ ❇❛,❡❞ ♦♥ -❤❡ ♣❛'❛♠❡-❡', ♦❢ ✜--✐♥❣ ❢✉♥❝✲

✾✷



 ✐♦♥$✱ $♦♠❡ ✐♠♣♦) ❛♥ ♣❛)❛♠❡ ❡)$ ❞❡$❝)✐❜✐♥❣  ❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ♣)♦❝❡$$ $✉❝❤ ❛$  ❤❡

❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❧❡♥❣ ❤✱  ❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ )❡✢❡❝ ✐♦♥✱  ❤❡ $✉)❢❛❝❡  )❛♥$♠✐$$✐♦♥ ❛♥❞

 ❤❡ ✇✐❞ ❤$ ♦❢  ❤❡ ❞✐$ )✐❜✉ ✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ♣❛) ✐❝❧❡$ ♣❛)❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ♦) ❤♦❣♦♥❛❧  ♦  ❤❡

♣❧❛♥❡✱ ✇❡)❡ ❡① )❛❝ ❡❞✳ ❚❤❡ $❝❛  ❡)✐♥❣ ♣❛)❛❧❧❡❧  ♦  ❤❡ ♣❧❛♥❡ ✜ $ ✇❡❧❧ ✇✐ ❤  ❤❡ ✉$✉❛❧

❢✉♥❝ ✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧ ✐♣❧❡ $❝❛  ❡)✐♥❣ ❬✶✹✹❪ ♦♥ ❡♥❡)❣② ❜✉ ✐$ ❧❛)❣❡)  ❤❛♥

❛♠♦)♣❤♦✉$✴)❛♥❞♦♠ ❜② ❛ ❢❛❝ ♦) ♦❢ ✶✳✼✳ ❋♦)  ❤❡ ❞✐$ )✐❜✉ ✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ♣❛) ✐❝❧❡$✱

 ❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢  ❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ )❡✢❡❝ ✐♦♥ ❛♥❞  ❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ❝❛♣ ✉)❡✱

✇❡)❡ ✜  ♦ ♣♦✇❡) ❢✉♥❝ ✐♦♥$ ✇✐ ❤ ❛ ❢)❡❡ ❡①♣♦♥❡♥ ❛♥❞  ♦ ❛ ❡①♣♦♥❡♥ ✜①❡❞ ❜②  ❤❛ 

♣)❡❞✐❝ ❡❞ ❜② ✬$✐♠♣❧❡✬  ❤❡♦)②✱ ✐✳❡✳ 1/
√

E $❝❛❧✐♥❣ ❢♦) ❱❘ ❞❡✢❡❝ ✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ E−3/2

❢♦) ❱❈ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ■♥  ❤❡$❡ ❝❛$❡$✱ ❛ $✐❣♥✐✜❝❛♥ ❞❡✈✐❛ ✐♦♥ ✐$ $❡❡♥ ✐♥  ❤❡ ❡①♣♦♥❡♥ 

✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛ ❡$  ❤❛  ❤❡ ✬$✐♠♣❧❡✬  ❤❡♦)② ♠❛② ❜❡  ♦♦ $✐♠♣❧❡  ♦ ❞❡$❝)✐❜❡  ❤❡ )❡$✉❧ $

♦❢  ❤✐$ ❡①♣❡)✐♠❡♥ ✳ ❚❤❡ ✬$✐♠♣❧❡✬ ❢♦)♠✉❧❛ ❢♦) $✉)❢❛❝❡  )❛♥$♠✐$$✐♦♥ ❬✶✸✶❪✱ ❤♦✇❡✈❡)✱

✇♦)❦$ ♦✉ ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❧❡♥❣ ❤$ ♦❜$❡)✈❡❞ ✐♥  ❤❡$❡ ❡①♣❡)✐♠❡♥ $ ❛)❡ $✐❣✲

♥✐✜❝❛♥ ❧② $❤♦) ❡)  ❤❛♥ ♣)❡❞✐❝ ❡❞ ❜②  ❤❡ ✬$✐♠♣❧❡✬  ❤❡♦)② ❬✶✹✺❪ ❛♥❞  ❤❡ ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣

❧❡♥❣ ❤ ✐♥ ✬❱❘ ♦)✐❡♥ ❛ ✐♦♥✬ ✐$ $❡❡♥  ♦ ❜❡ ❝♦♥$✐$ ❡♥ ❧② $♠❛❧❧❡)  ❤❛♥ ✐♥ ✬❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ♦)✐✲

❡♥ ❛ ✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡)✱ ✐♥  ❤❡ ❉❨◆❊❈❍❆❘▼ $✐♠✉❧❛ ✐♦♥ ❬✶✸✽❪✱ ❣♦♦❞ ❛❣)❡❡♠❡♥ ✐$ $❡❡♥

✐♥  ❤❡ ❛♥❣✉❧❛) ❞✐$ )✐❜✉ ✐♦♥$ ♦❢  ❤❡ ❡①✐ ✐♥❣ ♣❛) ✐❝❧❡$ ❛♥❞  ❤❡ ♦❜ ❛✐♥❡❞ ❞❡❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣

❧❡♥❣ ❤$✳
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❈❤❛♣$❡& ✹

❆♣♣❧✐❝❛$✐♦♥. ♦❢ ❜❡♥$ ❝&②.$❛❧. ✇✐$❤

✉❧$&❛✲&❡❧❛$✐✈✐.$✐❝ ✐♦♥. ❛$ ❈❊❘◆

■♥✈❡$%✐❣❛%✐♦♥ ♦❢ ❝♦❤❡-❡♥% ✐♥%❡-❛❝%✐♦♥$ ❛% ❤✐❣❤ ❡♥❡-❣✐❡$ ✐$ ♦❢ $♣❡❝✐❛❧ ✐♥%❡-❡$% ✐♥ ✈✐❡✇

♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ✐♥ ❛❝❝❡❧❡-❛%♦- ♣❤②$✐❝$✱ ✇❤❡-❡ $✉❝❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐%❡❞ ❢♦-

❜❡❛♠ ♠❛♥✐♣✉❧❛%✐♦♥ %❤-♦✉❣❤ %❤❡ ✉$❛❣❡ ♦❢ ❜❡♥% ❝-②$%❛❧$✱ ❢♦- ❡✐%❤❡- ❜❡❛♠ ❝♦❧❧✐♠❛%✐♦♥

♦- ❡①%-❛❝%✐♦♥✳

■♥ ❛ ❤❛❞-♦♥ ❝♦❧❧✐❞❡-✱ $✉❝❤ ❛$ %❤❡ ▲❛-❣❡ ❍❛❞-♦♥ ❈♦❧❧✐❞❡- ✭▲❍❈✮✱ ❛ ♠✉❧%✐✲$%❛❣❡

❝♦❧❧✐♠❛%✐♦♥ $②$%❡♠ ✐$ ✉$❡❞ %♦ ❛❜$♦-❜ %❤❡ ❜❡❛♠ ❤❛❧♦ ♣❛-%✐❝❧❡$ ♣-❡✈❡♥%✐♥❣ ?✉❡♥❝❤❡$

♦❢ ✐%$ $✉♣❡-❝♦♥❞✉❝%✐♥❣ ♠❛❣♥❡%$ ❛♥❞ -❡❞✉❝✐♥❣ %❤❡ ❜❛❝❦❣-♦✉♥❞ ❛% %❤❡ ❡①♣❡-✐♠❡♥%$

❬✶✹✻❪✳ ❍❛❧♦ ❣❡♥❡-❛%✐♦♥ ✐$ ❛ -❛%❤❡- ❝♦♠♣❧❡① ♣-♦❝❡$$✱ -❡$✉❧%✐♥❣ ✐♥ ❛ ❞✐✛✉$✐✈❡ ❣-♦✇%❤

♦❢ %❤❡ ♦$❝✐❧❧❛%✐♦♥ ❛♠♣❧✐%✉❞❡$ ♦❢ %❤❡ ♣❛-%✐❝❧❡$ ❛% %❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ %❤❡ ❜❡❛♠ ❝♦-❡✳ ❚❤❡

✐♥❝-❡❛$❡ ✐♥ ❛♠♣❧✐%✉❞❡ ♣❡- %✉-♥ ♦❢ ❤❛❧♦ ♣❛-%✐❝❧❡$ ✐$ ✐♥ ❣❡♥❡-❛❧ ✈❡-② $♠❛❧❧ ✭❝♦♥$✐❞✲

❡-❛❜❧② $♠❛❧❧❡- %❤❛♥ 1 µ♠✮✳ ❆ ♣-✐♠❛-② ❝♦❧❧✐♠❛%♦- ✐$ ❛ $♦❧✐❞✲$%❛%❡ %❛-❣❡%✱ ✇❤✐❝❤

$❝❛%%❡-$ ❤❛❧♦ ♣❛-%✐❝❧❡$ ❞✉❡ %♦ ❈♦✉❧♦♠❜ $❝❛%%❡-✐♥❣✳ ❚❤❡♥✱ ✐♠♣❛❝% ♣❛-❛♠❡%❡-$ ❛-❡

✐♥❝-❡❛$❡❞ ✇✐%❤ ❛ ♠❛$$✐✈❡ $❡❝♦♥❞❛-② ❝♦❧❧✐♠❛%♦-✲❛❜$♦-❜❡- ❧♦❝❛%❡❞ ❞♦✇♥$%-❡❛♠ %❤❡

♣-✐♠❛-② ❝♦❧❧✐♠❛%♦-✳ ❍♦✇❡✈❡-✱ ❛ $✐❣♥✐✜❝❛♥% ♣-♦❜❛❜✐❧✐%② ❡①✐$%$ ❢♦- %❤❡$❡ ♣-♦%♦♥$ %♦

❜❡ ❜❛❝❦ $❝❛%%❡-❡❞ ✐♥ %❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ♣✐♣❡ ❛♥❞ ♣-♦❞✉❝❡ ❧♦$$❡$ ✐♥ %❤❡ $❡♥$✐%✐✈❡ ❛-❡❛$ ♦❢

%❤❡ ❛❝❝❡❧❡-❛%♦-✳ ❚❡-%✐❛-② ❝♦❧❧✐♠❛%♦-$ ❛-❡ ✉$❡❞ %♦ ❛❜$♦-❜ %❤❡$❡ ♣-♦%♦♥$✳ ■♥ ♣-✐♥✲

❝✐♣❧❡✱ $❝❛%%❡-✐♥❣ ♦❢ ♣-♦%♦♥$ ❢-♦♠ %❤❡ ❛❜$♦-❜❡- ❜❛❝❦ %♦ %❤❡ ❛❝❝❡❧❡-❛%♦- ✇✐%❤ $%-❛②

%-❛❥❡❝%♦-✐❡$ $❤♦✉❧❞ ❜❡ $%-♦♥❣❧② -❡❞✉❝❡❞ ✐❢ ❛ ❜❡♥% ❝-②$%❛❧ ❤❛$ ❜❡❡♥ ✉$❡❞ ❛$ ❛ ♣-✐✲

♠❛-② ❝♦❧❧✐♠❛%♦-✳ ❚❤❡ ❝-②$%❛❧ ✐♥❞❡❡❞ $❤♦✉❧❞ ❞❡✢❡❝% ♣❛-%✐❝❧❡$ ✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ $%❛%❡$

❛♥❞ ❞✐-❡❝% %❤❡♠ ♦♥%♦ %❤❡ ❛❜$♦-❜❡- ❢❛- ❢-♦♠ ✐%$ ❡❞❣❡ ✭$❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✶❜✮✳ ❚❤✐$ ♣-♦♣✲

❡-%② ❝♦✉❧❞ ❛❧$♦ ❜❡ ✉$❡❞ %♦ ❦❡❡♣ %❤❡ $❡❝♦♥❞❛-② ❝♦❧❧✐♠❛%♦-$ ❛% ❧❛-❣❡- ❛♠♣❧✐%✉❞❡$✱

%❤❡-❡❢♦-❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ %❤❡✐- ❜❡❛♠ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡✳ ❊①♣❡-✐♠❡♥%$ ♦♥ %❤❡ ❜❡❛♠

❤❛❧♦ ❝♦❧❧✐♠❛%✐♦♥ ✇✐%❤ $❤♦-% ❜❡♥% ❝-②$%❛❧$ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✜-$%❧② ♣❡-❢♦-♠❡❞ ❛% %❤❡ ❯✲✼✵

❬✾✹❪✱ ❘❍■❈ ❬✶✹✼❪ ❛♥❞ ❚❡✈❛%-♦♥ ❬✶✹✽❪✳ ■♥ %❤❡ ❧❛$% ❝❛$❡✱ %❤❡ ❜❛❝❦❣-♦✉♥❞ ✐♥ %❤❡ ❈❉❋

❡①♣❡-✐♠❡♥% ✇❛$ -❡❞✉❝❡❞ ❜② ✉$✐♥❣ %❤❡ ❝-②$%❛❧ ❛$ ❛ ♣-✐♠❛-② ❝♦❧❧✐♠❛%♦- ❜② ❛ ❢❛❝%♦-

♦❢ %✇♦ ✇✐%❤ -❡$♣❡❝% %♦ ✇❤❛% ✇❛$ ♦❜%❛✐♥❡❞ ✐♥ %❤❡ $❛♠❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥$ ✇✐%❤ ❛ %✉♥❣$%❡♥
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♣♦❧❛(✐③❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ♠❛✐♥ ❜❡❛♠ ✐' ♣(❡'❡(✈❡❞ ❞✉(✐♥❣ "❤❡ ❡①"(❛❝"✐♦♥✳ ❇❡♥" ❝(②'"❛❧'

✇❡(❡ ❛❧(❡❛❞② ✉'❡❞ ❢♦( ❜❡❛♠ ❡①"(❛❝"✐♦♥ ❛" ❏■◆❘ ❬✺❪✱ ■❍❊D ❬✺✻❪✱ ❈❊❘◆ ❙D❙ ❬✺✼❪

❛♥❞ ❚❡✈❛"(♦♥ ❬✶✷✶❪✳ ❚❤❡ ❙D❙ ❛♥❞ ❚❡✈❛"(♦♥ "❡'"' ❣❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣♦("❛♥" ❝♦♥"(✐❜✉"✐♦♥

❞❡♠♦♥'"(❛"✐♥❣ "❤❛" "❤❡ ❡①"(❛❝"✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ❝❛♥ ✐♥❝(❡❛'❡ ❛ ❧♦" ❡①♣❧♦✐"✐♥❣ "❤❡ '♦

❝❛❧❧❡❞ ♠✉❧"✐✲"✉(♥ ❡✛❡❝"✿ ❜❡✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝✐(❝✉❧❛( ❛❝❝❡❧❡(❛"♦(✱ ❛ ♣❛("✐❝❧❡ ❝❛♥ ✐♠♣✐♥❣❡ ♦♥

"❤❡ ❝(②'"❛❧ ♠♦(❡ "❤❛♥ ♦♥❝❡ ✐♥❝(❡❛'✐♥❣ "❤❡ (❡'✉❧"✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ♣(♦❜❛❜✐❧✐"②✳ ❚❤❡

❡①♣❡(✐♠❡♥"❛❧ ♣(♦♦❢ ♦❢ "❤✐' ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ❛❧(❡❛❞② ♣(❡❞✐❝"❡❞ ✐♥ ❬✶✺✶❪✱ ❧❡❞ "♦ "❤❡ ❞❡✈❡❧✲

♦♣♠❡♥" ♦❢ '❤♦("❡( ❝(②'"❛❧' ✐♥ ♦(❞❡( "♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✿ "❤❡ '❤♦("❡( "❤❡ ❝(②'"❛❧✱

"❤❡ ❧♦✇❡( "❤❡ ✐♥"❡♥'✐"② ♦❢ ♠✉❧"✐♣❧❡ '❝❛""❡(✐♥❣ ❢♦( "❤❡ ♣❛("✐❝❧❡' ❝(♦''✐♥❣ ✐" ✐♥ "❤❡

✏❛♠♦(♣❤♦✉'✑ ❝♦♥❞✐"✐♦♥✱ '♦ "❤❛" "❤❡'❡ ♣❛("✐❝❧❡' ❛(❡ ♥♦" ❡①♣❡❧❧❡❞ ❢(♦♠ "❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧

❜❡❛♠ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ '❡❝♦♥❞ ❝❤❛♥❝❡ "♦ ❜❡ ❝❤❛♥♥❡❧❡❞✳ ■♥ ❧❛'" ②❡❛('✱ ❛ '❤♦(" '✐❧✐❝♦♥ ❝(②'✲

"❛❧ ♠❛❞❡ ♣♦''✐❜❧❡ "♦ (❡❛❝❤ ❛♥ ❡①"(❛❝"✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❛❜♦✉" 90% ✇✐"❤ ✺✵ ●❡❱✴❝

♣(♦"♦♥' ❛" ❯✼✵ ❬✶✺✷❪✳ ■♥ "❤❡ ❢(❛♠❡✇♦(❦ ♦❢ "❤❡ ❈❘❨❙❇❊❆▼ ❡✉(♦♣❡❛♥ ♣(♦❥❡❝"✱

❜❡❛♠ ❡①"(❛❝"✐♦♥ ✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡ ✇❛' (❡❝❡♥"❧② ♣(♦♣♦'❡❞ ❢♦( "❤❡ ▲❍❈ ❛" "❤❡

♥♦♠✐♥❛❧ ❡♥❡(❣②✱ ❛♥❞ "❤❡ ❋❡((❛(❛ ❣(♦✉♣ ✐' ❝✉((❡♥"❧② ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ "❤✐' ♣(♦❥❡❝"✳

❙"(✐♣ ❝(②'"❛❧' ♦♣"✐♠✐③❡❞ ❢♦( "❤❡ ❝♦❧❧✐♠❛"✐♦♥ ✐♥ ▲❍❈ ❛♥❞ ✜('" ♣(♦"♦"②♣❡ ❢♦(

❡①"(❛❝"✐♦♥ ✇❡(❡ ❢❛❜(✐❝❛"❡❞ ❛♥❞ ❝❤❛(❛❝"❡(✐③❡❞ ❛" ❙❙▲ ❛' '❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✱ "❤❡♥✱ "❤❡②

✇❡(❡ ❝❤❛(❛❝"❡(✐③❡❞ ❛" "❤❡ ❡①"(❛❝"❡❞ ❧✐♥❡' ❍✽✲❙D❙✳ ❖♥ "❤❡ ❢❛❧❧✐♥❣ ♦❢ ✷✵✶✺✱ ❝(②'"❛❧'

❢♦( "❤❡ ❝♦❧❧✐♠❛"✐♦♥ ✐♥ "❤❡ ▲❍❈ ✇❡(❡ "❡'"❡❞ ❛" "❤❡ ❡♥"(② ❡♥❡(❣② ✹✺✵ ●❡❱ ❛♥❞ ❛"

"❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❡♥❡(❣② ✼ ❚❡❱ ✇✐"❤ ♣(♦"♦♥'✱ ❛♥❞ ✇✐"❤ ✹✺✵ ●❡❱ ❧❡❛❞ ✐♦♥'✳

■♥ "❤✐' ❝❤❛♣"❡(✱ (❡'✉❧"' ♦❢ ❝❤❛(❛❝"❡(✐③❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❧❛"❡'" '"(✐♣' ❢♦( ❝♦❧❧✐♠❛"✐♦♥

❛♥❞ ❡①"(❛❝"✐♦♥ ❛" ❍✽✲❙D❙ ❛(❡ '❤♦✇♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛(❡❞ "♦ "❤❡ (❡'✉❧"' ♦❢ ♣(❡❝❤❛(❛❝✲

"❡(✐③❛"✐♦♥ ❛" ❙❙▲✳ ▼♦(❡♦✈❡(✱ ♣(❡❧✐♠✐♥❛(② (❡'✉❧" ✐♥❞✐❝❛"✐♥❣ "❤❡ ✜('" ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢

❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❛" "❤❡ ▲❍❈ ✇❡(❡ '❤♦✇♥✳

✹✳✶ ❈$②&'❛❧ ❝❤❛$❛❝'❡$✐③❛'✐♦♥ ❛' '❤❡ ❍✽ ❡①'❡$♥❛❧ ❧✐♥❡

♦❢ ❙6❙

✹✳✶✳✶ ❊①♣❡'✐♠❡♥+❛❧ .❡+✉♣

❚❤❡ '"✉❞② ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ (❡b✉✐(❡' ✈❡(② ❛❝❝✉(❛"❡ ❛♥❣✉❧❛( ❛❧✐❣♥♠❡♥" ♦❢

"❤❡ '✐❧✐❝♦♥ ❝(②'"❛❧' ✇✐"❤ (❡'♣❡❝" "♦ "❤❡ ❜❡❛♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ "❤❡ ❝(✐"✐❝❛❧ ❛♥❣❧❡ ❢♦( ❝❤❛♥♥❡❧✲

✐♥❣ ✐' ♦❢ "❤❡ ♦(❞❡( ♦❢ ✶✵ µ(❛❞ ❢♦( ✹✵✵ ●❡❱✴❝ ♣(♦"♦♥'✳ ❆ ❝❤❛(❣❡❞ ♣❛("✐❝❧❡ "❡❧❡'❝♦♣❡
❤❛' ❜❡❡♥ ❝♦♥'"(✉❝"❡❞ ❜② "❤❡ ■♠♣❡(✐❛❧ ❈♦❧❧❡❣❡ ▲♦♥❞♦♥ ❣(♦✉♣ ❢♦( "❤❡ ❞❛"❛ "❛❦✐♥❣

❛" ❤✐❣❤ (❛"❡' ✐♥ ❛ ❈❊❘◆ ✹✵✵ ●❡❱✴❝ ♣(♦"♦♥ ❜❡❛♠ ❧✐♥❡✳ ❆ ❢✉❧❧ ❞❡'❝(✐♣"✐♦♥ ♦❢ "❤❡

'②'"❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✶✺✸❪✳

❚❤❡ ♦❜❥❡❝"✐✈❡ ♦❢ "❤❡ '②'"❡♠ ✐' "♦ ♣(♦✈✐❞❡ ❡①❝❡❧❧❡♥" ❛♥❣✉❧❛( ❛♥❞ '♣❛"✐❛❧ (❡'♦❧✉✲

"✐♦♥ ❢♦( ♠❡❛'✉(✐♥❣ "❤❡ "(❛❥❡❝"♦(✐❡' ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥" ❛♥❞ ♦✉"❣♦✐♥❣ ♣❛("✐❝❧❡'✳ ❚❤❡ '②'"❡♠
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✮ ❳❨ ♣❧❛♥❡✳

✉!✐❧✐③❡& !❡♥ ♣❧❛♥❡& ♦❢ ❙✐ ♠✐❝/♦&!/✐♣ &❡♥&♦/&✱ ❛//❛♥❣❡❞ ❛& ✜✈❡ ♣❛✐/& ❡❛❝❤ ♠❡❛&✉/✐♥❣

!✇♦ ♦/!❤♦❣♦♥❛❧ ❝♦♦/❞✐♥❛!❡&✱ ✇✐!❤ ❛♥ ❛❝!✐✈❡ ❛/❡❛ ♦❢ ✸✳✽×✸✳✽ ❝♠
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✳ ❚❤❡ ❛♣♣❛/❛!✉&

❤❛& ❛ ❧♦♥❣ ❜❛&❡❧✐♥❡✱ ❛♣♣/♦①✐♠❛!❡❧② ✶✵ ♠ ✐♥ ❡❛❝❤ ❛/♠✱ ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡& ❛♥ ❛♥❣✉❧❛/

/❡&♦❧✉!✐♦♥ ✐♥ !❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❛/♠ ♦❢ ✷✳✽ µ/❛❞ ❛♥❞ ❛ !♦!❛❧ ❛♥❣✉❧❛/ /❡&♦❧✉!✐♦♥ ♦♥ !❤❡

❞✐✛❡/❡♥❝❡ ♦❢ !❤❡ !✇♦ ❛/♠& ♦❢ ✺✳✷ µ/❛❞✱ ✇✐!❤ ♣❡/❢♦/♠❛♥❝❡ ❧✐♠✐!❡❞ ❜② ♠✉❧!✐♣❧❡ &❝❛!✲

!❡/✐♥❣ ✐♥ !❤❡ &❡♥&♦/ ❧❛②❡/&✳ ❚❤❡ ❙✐ ♠✐❝/♦&!/✐♣ !❡❧❡&❝♦♣❡ ✇❛& !❡&!❡❞ ✐♥ !❤❡ ❈❊❘◆

❍✽ ❜❡❛♠ ❧✐♥❡ ✐♥ ❙❡♣!❡♠❜❡/ ✷✵✶✵✳ ❚❤❡ ❧❛②♦✉! ♦❢ !❤❡ !❡❧❡&❝♦♣❡ ✐& ❞❡&❝/✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳
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✐& ❢♦/♠❡❞ ❜② ♣❧❛♥❡& ✶ ❛♥❞ ✷ ✇❤✐❧❡ ♦✉!❣♦✐♥❣ !/❛❝❦& ❛/❡ ♠❡❛&✉/❡❞ ✉&✐♥❣ ♣❧❛♥❡& ✸✱ ✹
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&✐❣♥❛❧ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ /❡❝♦/❞❡❞ ❜② ❛ ♣❛✐/ ♦❢ ♣❧❛&!✐❝ &❝✐♥!✐❧❧❛!♦/& ♣❧❛❝❡❞ ❞♦✇♥&!/❡❛♠ !❤❡

!❡❧❡&❝♦♣❡✳ ■♥ !❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ■ ✇✐❧❧ &❤♦✇ !❤❡ /❡&✉❧!& ♦❢ !❤❡ ♦♥ ❜❡❛♠ ❝❤❛/❛❝!❡/✐③❛!✐♦♥

♦❢ !❤❡ ❝/②&!❛❧& ✇❤✐❝❤ ✇❡/❡ ♣/❡&❡♥!❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✸✳
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✶✑ ♦❢ ▲❍❈✳ ■♥ ♣❛#'✐❝✉❧❛#✱ ♦♥❡ ♦❢ '❤❡ '✇♦ ❝#②&'❛❧ ✭❙❚❋✼✺✮ ✇❛& ♠♦✉♥'❡❞ ✐♥ ▲❍❈

❞✐#❡❝'❧② ❛❢'❡# ♣#❡❝❤❛#❛❝'❡#✐③❛'✐♦♥ ❛' ❙❙▲✳ ❖♥❧② ❢❡✇ ♠♦♥'❤& ❧❛'❡# ✐' ✇❛& ♣♦&&✐❜❧❡ '♦

❝❤❛#❛❝'❡#✐③❡ '❤❡ &♣❛#❡ ❝#②&'❛❧ ✭❙❚❋✼✻✮ ✇✐'❤ ❤✐❣❤ ❡♥❡#❣② ✐♦♥ ❜❡❛♠& &✐♥❝❡ ❛❝'✐✈✐'②

♦❢ '❤❡ ❙M❙ ❛♥❞ ✐'& ❡①'❡#♥❛❧ ❧✐♥❡& #❡&'❛#'❡❞ ✐♥ ❧❛'❡ ✷✵✶✹✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ✷✵✶✺✱ ♥❡✇ &✐❧✐❝♦♥

&'#✐♣& ✇❡#❡ ❢❛❜#✐❝❛'❡❞ ❛♥❞ ♠♦✉♥'❡❞ ♦♥'♦ ❛ &❡❝♦♥❞ ❣❡♥❡#❛'✐♦♥ ♦❢ '✐'❛♥✐✉♠ ❤♦❧❞❡#&

✭❙❚❋✶✵✺ ❛♥❞ ❙❚❋✶✵✻✮✱ ✇❤✐❝❤ #❡♣#❡&❡♥' '❤❡ ❛❝'✉❛❧ &'❛'❡✲♦❢✲'❤❡ ❛#' '❡❝❤♥♦❧♦❣② ❢♦#

▲❍❈ ❝♦❧❧✐♠❛'✐♦♥✳

❋♦# ♦♥❧✐♥❡ ❝❤❛#❛❝'❡#✐③❛'✐♦♥ ✇✐'❤ ✹✵✵ ●❡❱✴❝ ♣#♦'♦♥& ❛' '❤❡ ❍✽ ❜❡❛♠ ❧✐♥❡✱

❝#②&'❛❧& ✇❡#❡ ♠♦✉♥'❡❞ ♦♥ ❛ ❤✐❣❤ #❡&♦❧✉'✐♦♥ ❣♦♥✐♦♠❡'❡#✱ ❛♥❞ ❛❧✐❣♥❡❞ '♦ '❤❡ ❜❡❛♠

✐♥ ♦#❞❡# '♦ ❡①❝✐'❡ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣✳ ❚#❛❝❦✐♥❣ ♦❢ ♣#♦'♦♥& '#❛❥❡❝'♦#✐❡& ❜❡❢♦#❡ ❛♥❞ ❛❢'❡#

✐♥'❡#❛❝'✐♦♥ ✇✐'❤ '❤❡ ❝#②&'❛❧ ✐& ♣❡#❢♦#♠❡❞ ❜② ♠❡❛♥& ♦❢ ❛ &✐❧✐❝♦♥ '❡❧❡&❝♦♣❡ ❬✶✺✸❪✱

❛❧❧♦✇✐♥❣ '♦ ❞❡'❡#♠✐♥❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ❛♥❣❧❡✱ ❝#②&'❛❧ '♦#&✐♦♥ ❛♥❞ &'❡❡#✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❋✐❣✲

✉#❡ ✹✳✸ &❤♦✇& '❤❡ ❛♥❣✉❧❛# ♣#♦✜❧❡ ♦❢ ❞❡✢❡❝'❡❞ ♣❛#'✐❝❧❡& ❛& '❤❡ ❝#②&'❛❧ ✐& ♦#✐❡♥'❡❞

'♦ '❤❡ ❜❡❛♠ ✐♥ ♦#❞❡# '♦ ❡①❝✐'❡ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❢♦# '❤❡ ❙❚❋✶✵✺✲ ❛♥❞ ❙❚❋✶✵✻✲ ❝#②&'❛❧&

#❡&♣❡❝'✐✈❡❧②✳ ❇❡♥❞✐♥❣ ❛♥❣❧❡ #❡&✉❧'❡❞ '♦ ❜❡ ❡\✉❛❧ #❡&♣❡❝'✐✈❡❧② '♦ ✹✾➧✶ µ#❛❞ ❛♥❞

✹✶✳✺➧✶✳✺ µ#❛❞✱ ✇❤✐❧❡ '♦#&✐♦♥ ✐& ❡✈❛❧✉❛'❡❞ '♦ ❜❡ ❧❡&& '❤❛♥ ✷ µ#❛❞✴♠♠ ❢♦# ❜♦'❤ ❝#②&✲

'❛❧&✳ ❚❤✐& #❡&✉❧'& ❛#❡ ✐♥ ❛❣#❡♠❡♥' ✇✐'❤ '❤♦&❡ ♦❜'❛✐♥❡❞ ✐♥ '❤❡ ♣#❡✲❝❤❛#❛❝'❡#✐③❛'✐♦♥

❛' ❙❙▲✱ ❛♥❞ #❡♣♦#'❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✸✳ ❆& ♣#♦'♦♥& ✐♠♣✐♥❣✐♥❣ ♦♥ '❤❡ ❝#②&'❛❧ ✇✐'❤✐♥ ❛♥

❛♥❣✉❧❛# #❛♥❣❡ ♦❢ ➧✷ µ#❛❞ ❛#❡ &❡❧❡❝'❡❞ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ &'❡❡#✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ✭✽✵➧✶✮✪

❛♥❞ ✭✽✶➧✷✮✪ ❢♦# ❙❚❋✶✵✺ ❛♥❞ ❙❚❋✶✵✻ #❡&♣❡❝'✐✈❡❧②✱ ❜❡✐♥❣ ✐♥ ❛❣#❡❡♠❡♥' ✇✐'❤ '❤❡

♦♥❡ ❡①♣❡❝'❡❞ ❢♦# ❛ ❝#②&'❛❧ ❢#❡❡ ♦❢ ❞❡❢❡❝'& ❞❡'#✐♠❡♥'❛❧ ❢♦# ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ❬✷✼❪✳

✾✾



✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✹✳✸✿ ❆♥❣✉❧❛& ❞✐)*&✐❜✉*✐♦♥ ♦❢ ✹✵✵ ●❡❱ ♣&♦*♦♥) ❛❢*❡& ✐♥*❡&❛❝*✐♦♥ ✇✐*❤ ❙❚❋✶✵✺ ✭❛✱

❝♦✉&*❡)② ♦❢ ▲✳ ❇❛♥❞✐❡&❛✮ ❛♥❞ ❙❚❋✶✵✻ ✭❜✱ ❝♦✉&*❡)② ♦❢ ❊✳ ❇❛❣❧✐✮ ❝&②)*❛❧ ❛) ✐* ✐) ❛❧✐❣♥❡❞

*♦ *❤❡ ❜❡❛♠ ✐♥ ♦&❞❡& *♦ ❡①❝✐*❡ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣✳ ❖♥❧② ♣❛&*✐❝❧❡ ✐♠♣✐♥❣✐♥❣ ✇✐*❤✐♥ ❛♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢

➧✷ µ&❛❞ ✇✐*❤ &❡)♣❡❝* *♦ ❛*♦♠✐❝ ♣❧❛♥❡) ❛&❡ )❡❧❡❝*❡❞✳
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✹✳✶✳✸ ❙%&✐♣ ❝&②+%❛❧+ ❢♦& ❡①%&❛❝%✐♦♥ ✐♥ ▲❍❈

❆ ✜"#$ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ♦❢ ♠❡❛#✉"❡♠❡♥$# $♦ $❡#$ $❤❡ 1✉❛❧✐$② ❛♥❞ $♦ ❡✈❛❧✉❛$❡ $❤❡ ❞❡✢❡❝$✐♥❣

❝❛♣❛❜✐❧✐$② ♦❢ $❤❡ $✇♦ "❡❛❧✐③❡❞ #❛♠♣❧❡# ✭;▲✵✶ ❛♥❞ ;▲✵✷✮ ✇❡"❡ ♣❡"❢♦"♠❡❞ ♦♥ $❤❡ ❍✽

❡①$"❛❝$❡❞ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ❢"♦♠ ❙;❙ ❛$ ❈❊❘◆ ✐♥ ❆♣"✐❧✴▼❛② ✷✵✶✺ ❛♥❞ ✐♥ ❏✉♥❡ ✷✵✶✺ ✇✐$❤

❛ ♣"✐♠❛"② ✹✵✵ ●❡❱✴❝ ♣"♦$♦♥ ❜❡❛♠✳ ❚❤✐# ✐# $❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣"♦$♦♥ ❜❡❛♠ ❡♥❡"❣②

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❛ ❜❡❛♠✲$❡#$ ❧✐♥❡✱ $❤❡"❡❢♦"❡ ❜❡✐♥❣ $❤❡ ♠♦#$ #✉✐$❛❜❧❡ ❢♦" ✐♥✈❡#$✐❣❛$✐♥❣

$❤❡ ♣♦##✐❜✐❧✐$② ♦❢ ❜❡❛♠ ❡①$"❛❝$✐♦♥ ❛$ ❚❡❱ ❡♥❡"❣✐❡#✳

❋♦" $❤❡ ;▲✵✷ ❝"②#$❛❧✱ ❛ $♦"#✐♦♥ ♦❢ ✭✶✷ ➧ ✷✮ µ"❛❞✴♠♠ ✇❛# ❡✈❛❧✉❛$❡❞ ✇✐$❤ ♦✛✲

❧✐♥❡ ❛♥❛❧②#✐#✱ ❜❡✐♥❣ ✐♥ ❛❣"❡❡♠❡♥$ ✇✐$❤ $❤❡ ✐♥$❡"❢❡"♦♠❡$"✐❝ ❝❤❛"❛❝$❡"✐③❛$✐♦♥✳ ❋✐❣✳

✹✳✹ ❞✐#♣❧❛②# $❤❡ ❡①♣❡"✐♠❡♥$❛❧ ❞❡✢❡❝$❡❞ ❞✐#$"✐❜✉$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❜❡❛♠ ✐♥ $❤❡ ❤♦"✐③♦♥$❛❧

❞✐"❡❝$✐♦♥ ✐♥ $❤❡ ❝❛#❡ ♦❢ ♣❡"❢❡❝$ ❛❧✐❣♥♠❡♥$ ✇✐$❤ $❤❡ ✭✶✶✵✮ ❜❡♥$ ♣❧❛♥❡#✱ ♦❜$❛✐♥❡❞

❛❢$❡" ❛ $♦"#✐♦♥ ❝♦♠♣❡♥#❛$✐♦♥ ♣"♦❝❡❞✉"❡✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦ ♦♥ $❤❡ ❧❡❢$ "❡♣"❡#❡♥$# $❤❡ ♦✈❡"

❜❛""✐❡" ♣❛"$✐❝❧❡# $❤❛$ ✇❡"❡ ♥♦$ ❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ❞✉"✐♥❣ $❤❡✐" ♠♦$✐♦♥ ✐♥#✐❞❡ $❤❡ ❝"②#$❛❧✱

✇❤✐❧❡ $❤❡ ❤✐❣❤❡#$ ♣❡❛❦ ♦♥ $❤❡ "✐❣❤$ ❝♦""❡#♣♦♥❞# $♦ $❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ♣"♦$♦♥# $❤❛$ ✇❡"❡

❞❡✢❡❝$❡❞ ❛$ ❛♥ ❛♥❣❧❡ ❡1✉❛❧ $♦ ✭✷✽✶ ➧ ✶✵✮ µ"❛❞✳ ❚❤❡ "❡❣✐♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ $✇♦ ♣❡❛❦#
✐# ♣♦♣✉❧❛$❡❞ ❜② $❤❡ ♣❛"$✐❝❧❡# $❤❛$ ✇❡"❡ ❞❡❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ❞✉"✐♥❣ $❤❡✐" ♣❛##❛❣❡ $❤"♦✉❣❤

$❤❡ ❝"②#$❛❧✳ ❚❤❡ ❞❡✢❡❝$✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ $❤❡ ;▲✵✷ #❛♠♣❧❡ ✇❛# ❢♦✉♥❞ $♦ ❜❡ ❛❜♦✉$

✻✽✪✳ ❆ ♣"❡❧✐♠✐♥❛"② ❛♥❛❧②#✐# ♦❢ $❤❡ ❛♥❣✉❧❛" #❝❛♥ ♦❢ $❤❡ ;▲✵✶ ❝"②#$❛❧ ✭#❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✺✮

❛❧❧♦✇❡❞ $♦ ❡#$✐♠❛$❡ ❛ ❜❡♥❞✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✭✷✾✵ ➧ ✷✵✮ µ"❛❞✳ ❘❡#✉❧$# ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦" ❜♦$❤
❝"②#$❛❧# ❛"❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣"❡❡♠❡♥$ ✇✐$❤ ♣"❡❝❤❛"❛❝$❡"✐③❛$✐♦♥ #❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✹✳
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✹✿ ❉❡✢❡❝$❡❞ ❞✐'$(✐❜✉$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ✹✵✵ ●❡❱✴❝ ♣(♦$♦♥ ❜❡❛♠ ❛❢$❡( ✐♥$❡(❛❝$✐♦♥ ✇✐$❤

$❤❡ 8▲✵✷ ❝(②'$❛❧ '❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❝♦♥❞✐$✐♦♥ ♦❢ ♣❡(❢❡❝$ ❛❧✐❣♥♠❡♥$ ✇✐$❤ $❤❡ ❜❡♥$ ✭✶✶✵✮ ❝(②'$❛❧

♣❧❛♥❡'✳ ❈♦✉($❡'② ♦❢ ▲✳ ❇❛♥❞✐❡(❛✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✺✿ ❉❡✢❡❝$❡❞ ❞✐'$(✐❜✉$✐♦♥ ✈'✳ ❝(②'$❛❧✲$♦✲❜❡❛♠ ♦(✐❡♥$❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ✹✵✵ ●❡❱✴❝

♣(♦$♦♥ ❜❡❛♠ ❛❢$❡( ✐♥$❡(❛❝$✐♦♥ ✇✐$❤ $❤❡ 8▲✵✶ ❝(②'$❛❧ '❛♠♣❧❡✳ ❈♦✉($❡'② ♦❢ ❊✳ ❇❛❣❧✐✳
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